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Κεϕάλαιο 1
Η εικασία πεϱιοϱισµού του Stein

Κούστας Στέϕανος, Ε.Κ.Π.Α., Τµ. Μαϑηµατικών

Πεϱίληψη
Η εικασία Restriction του Stein (1967) είναι από τα διασηµότερα
προβλήµατα της Αρµονικής Ανάλυσης, ανοικτό µέχϱι και σήµεϱα σε
όλες τις διαστάσεις n ⩾ 3. Τα τελευταία χρόνια, µετά τα αποτελέσ-
µατα του Guth, έχει αλλάξει ϱιϹικά ο τϱόπος µε τον οποίον αντιµετω-
πίζεται το πϱόϐληµα. Σε αυτό το mini-course ϑα συζητήσουµε την
πϱοέλευση του προβλήµατος από την ανισότητα Hausdorff-Young
και τους περιορισµούς που προκύπτουν ϕυσικά κατά τη µελέτη του.
Μετά από µία εκτενή εισαγωγή, ϑα δούµε τη λύση του προβλήµα-
τος στις 2 διαστάσεις και τις ϐασικές τεχνικές που χρησιµοποίησε ο
Guth για να αποδείξει τα αποτελέσµατα για διαστάσεις n ⩾ 3. Στο
τέλος ϑα αναφερθούµε και σε αποτελέσµατα που δεν επηρεάζονται
από τη διάσταση του χώϱου, υπό την έννοια ότι ισχύουν για όλες τις
διαστάσεις n ⩾ 2.

Γενικότεϱη κατηγοϱία. Ανάλυση, Αϱµονική Ανάλυση.
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Κεϕάλαιο 2
Η γεωµετϱία πίσω από µία εξίσωση
Reaction-Diffusion

Φϱάγκος Αναστάσιος, Ε.Κ.Π.Α., Τµ. Μαϑηµατικών

Πεϱίληψη
Οι εξισώσεις Reaction-Diffusion αποτελούν χϱήσιµο εργαλείο για
την περιγραφή µίας µεγάλης κατηγορίας ϕυσικών ϕαινοµένων, τα
οποία κυµαίνονται από τη χηµεία και τις διάφορες χηµικές αντιδρά-
σεις, έως την επιστήµη των υλικών και τη δηµιουϱγία κϱαµάτων. Σε
αυτό το mini-course ϑα επικεντρωθούµε στην εξίσωση Allen-Cahn
και τις γεωµετϱικές ιδιότητές της. Η ϕυσική που υποκρύπτεται
πίσω από τα µαθηµατικά είναι η περιγραφή του σχηµατισµού και
της γεωµετϱίας των κϱαµάτων. Αϕού εισαγάγουµε ϐασικές έννοιες
από την ανάλυση και τη γεωµετϱία, ο ϕιλόδοξος στόχος µας ϑα είναι,
µεταξύ άλλων, το ϑεώϱηµα των Modica-Mortola (1977) και επίσης
η συσχέτιση των ελαχιστικών υπερεπιφανειών µε τις λύσεις της εν
λόγω εξίσωσης, µέσω του ϑεωρήµατος των Pacard-Ritoré (2003).
Σκοπεύουµε να δώσουµε µία ιδέα για την απόδειξη του ϑεωρήµα-
τος Modica-Mortola, αλλά όχι για το Pacard-Ritoré. Παϱόλα αυτά,
ϑα δώσουµε τα απαϱαίτητα γεωµετϱικά εργαλεία για την απόδειξή
του.

Γενικότεϱη κατηγοϱία. Γεωµετϱία, ∆ιαϕοϱικές εξισώσεις, Λογισµός µεταϐολών, Φυσική.

2.1 Μία πϱοεπισκόπηση

Σε πϱώτο στάδιο, το ϕυσικό ϕαινόµενο που ϑα µας απασχολήσει σε αυτές τις παρουσιά-
σεις είναι η περιγραφή του διαχωρισµού των ϕάσεων σε ένα (εν γένει πολυµερές) κϱάµα,
µέσω της παραβολικής εξίσωσης Allen-Cahn. ΄Οταν αναφερόµαστε σε διαχωρισµό των
ϕάσεων, εννοούµε τη µεταϐολή του συστήµατος από µία οµοιογενή κατάσταση A σε ένα
µείγµα δύο στοιχείων A1 + A2.

Από µαθηµατικής άποψης, η περιγραφή χωρίζεται σε δύο µέϱη: Σε αυτό της διάχυσης
και σε ένα δυναµικό που ‘‘αντιστέκεται’’ σ’ αυτήν. Είναι λογικό εξάλλου να σκεϕτεί κανείς
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ότι ένα (µονοµεϱές) υλικό τείνει απλώς να διαχέεται στον χώϱο, ενώ η ύπαϱξη στοιχείων
πλήϑουςN ⩾ 2 δηµιουϱγεί µία ιδιόµορφη κατάσταση, στην οποία δεν µποϱεί να υπάρξει
απλώς διάχυση. Η ύπαϱξη του δυναµικού περιγράφει την αλληλεπίδραση των στοιχείων.
Η διάχυση περιγράφεται εν γένει από εξισώσεις της µορφής ∂tu = ∆u (όπου ∆ = ∆x),
και το δυναµικό συµβολίζεται συνήϑως µε −W , οπότε η παραβολική Allen-Cahn οϕείλει
να έχει τη µοϱϕή:1

∂tu = ∆u−Wu(u) (2.1)

όπου Wu = ∂W/∂u. Η οϱολογία ‘‘παραβολικό’’ έχει σχέση µε την ύπαϱξη µίας παραγώ-
γου ως πϱος τον χϱόνο αλλά δύο παϱαγώγων ως πϱος τον χώϱο. Αναµένεται λοιπόν,
µε µία παραβολική αλλαγή µεταβλητών (t, x) 7→ (t/λ2, x/λ), η εξίσωση (2.1) να µείνει
(σχεδόν) αναλλοίωτη [Ev10].

Για το υπόλοιπο των παϱουσιάσεων, ϑα µας απασχολήσουν χϱονικά ανεξάϱτητες
λύσεις της (2.1) και κατά συνέπεια ϑα επικεντωϑούµε σε καταστάσεις ‘‘ισοϱϱοπίας’’, στις
οποίες µας ενδιαϕέϱει η γεωµετϱία. Για την ακϱίϐεια, ϑα µελετήσουµε την:

ε2∆u−Wu(u) = 0 (2.2)

(ο ϱόλος του ε ϑα ϕανεί εν µέϱη αϱγότεϱα).

Για την (2.2) οϱίϹεται η ενέϱγειά της:

Eε(u; Ω) =

∫
Ω

ε

2
|∇u|2 + 1

ε
W (u) dx (2.3)

η οποία ϕαίνεται να εµπεριέχει µίας µορφής ‘‘κινητική’’ ενέϱγεια ε|∇u|2/2 και τη δυναµι-
κή W/ε. Βέϐαια η οϱολογία ‘‘κινητική ενέϱγεια’’ δεν είναι σωστή και τη χρησιµοποιούµε
µονάχα για τη σύνδεση µε τους τύπους της κλασικής µηχανικής. Στην πραγµατικότητα
δεν υπάρχει κίνηση, και η ε|∇u|2/2 σχετίζεται µε την επιφανειακή τάση. Αυτό που
µποϱεί να δειχθεί σχετικά µε την ενέϱγεια (2.3) είναι το ακόλουϑο γεωµετϱικό αποτέλεσµα,
για την πεϱίπτωση δύο υλικών, που οφείλεται στους Modica και Mortola:

΄Εστω E ⊆ Ω ένα σύνολο µε πεπερασµένη πεϱίµετϱο. Υπάρχει µία ακολουθία προσ-

εγγιστικών λύσεων uε (στον L4(Ω), µε κάποια οµαλότητα) ούτως ώστε:

λ · Per(E; Ω) = lim
ε→0

Eε(uε; Ω)

και uε → 1E − 1Ω\E, στον L1(Ω). Το λ είναι ένας πϱαγµατικός αϱιϑµός. Επίσης, µε

Per(E; Ω) συµϐολίϹουµε την πεϱίµετϱο του E και µε 1A τη δείκτϱια συνάϱτηση του A.

Αυτό είναι το δύσκολο ϐήµα ώστε κανείς να αποδείξει ότι το συναρτησιακό της
ενέϱγειας Eε(·; Ω) Γ−συγκλίνει (ό,τι κι αν αυτό σηµαίνει) σε ένα πολλαπλάσιο της περ-
ιµέτρου.

Η τελευταία ενασχόλησή µας ϑα είναι το ϑεώϱηµα των Pacard-Ritoré, µε το οποίο
στην πεϱίπτωση των δύο υλικών εξασφαλίζεται η ύπαϱξη λύσεων uε των (2.2) που η
διεπιϕάνειά τους είναι κατά προσέγγιση µία ελαχιστική υπερεπιφάνεια. Οι ελαχιστικές
επιϕάνειες είναι στην πεϱίπτωση των τϱιών διαστάσεων κϱίσιµα σηµεία του συναρτη-
σιακού του εµβαδού. Είναι, δηλαδή, επιϕάνειες Σ, στις οποίες µηδενίζεται η πϱώτη
µεταϐολή (παράγωγος) του εµβαδού, για κοντινές µεταϐολές της Σ. Ισοδύναµα, είναι
επιϕάνειες µέσης καµπυλότητας µηδέν. Οι ελαχιστικές υπερεπιφάνειες είναι εµφυ-
τευµένες υποπολλαπλότητες διάστασης n µίας πολλαπλότητας Riemann διάστασης n+1,
που αποτε-λούν γενίκευση των ελαχιστικών επιφανειών.

1ΣυνηϑίϹεται τόσο το W όσο και το −W να καλούνται δυναµικά, παϱότι µόνο το −W έχει τη ϕυσική
έννοια του δυναµικού [AFS18].
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Συγκεκϱιµένα, µε το ϑεώϱηµα των Pacard και Ritoré έχουµε το εξής:

΄Εστω (M, g) µία (n+1)−διάστατη συµπαγής πολλαπλότητα Riemann χωϱίς σύνοϱο.

΄Εστω, επίσης, Σ ⊆ M µία µη-εκϕυλισµένη, προσανατολισµένη ελαχιστική υπερεπιφάνεια

µε M\Σ = M+ ∪ M−
, της οποίας το κάθετο διάνυσµα (που συµφωνεί µε τον προσανα-

τολισµό) κοιτάϹει πϱος το M+
. Υπάρχει ε0 > 0 ώστε για κάϑε 0 < ε < ε0, υπάρχει λύση

uε της αντίστοιχης (2.2), µε:

uε → 1M+ − 1M−

οµοιόµοϱϕα στα συµπαγή υποσύνολα των M+
, M−

, καϑώς ε → 0. Επιπλέον, για την

ενέϱγεια έχουµε:

lim
ε→0+
ε<ε0

Eε(uε) =
1√
2
Hn(Σ)

όπου Hn(Σ) είναι το n−διάστατο µέτϱο Hausdorff της Σ (δηλαδή, κατ’ ουσίαν, ο όγκος/το

εµϐαδόν της Σ).

Το παραπάνω ϑεώϱηµα είναι λογικό (τουλάχιστον το κοµµάτι της σύγκλισης uε →
1M+ − 1M− ), αϕού η διαίσθησή µας είναι ότι τα υλικά κινούνται µε τϱόπο τέτοιον ώστε
να ελαχιστοποιήσουν την επιφανειακή τους τάση. Κατά συνέπεια, αναµένουµε η ‘‘συν-
δετική’’ επιϕάνεια των υλικών να είναι κοντά σε κϱίσιµα σηµεία του συναρτησιακού του
όγκου/εµϐαδού.

Σκοπεύουµε να αποδείξουµε ένα µέϱος του ϑεωϱήµατος Modica-Mortola, αλλά όχι
το Pacard-Ritoré. Παϱόλα αυτά, ϑα δώσουµε τα απαϱαίτητα γεωµετϱικά εϱγαλεία για
την απόδειξή του.

2.2 Μεϱικά πϱοαπαιτούµενα

2.2.1 Η πϱοέλευση της Allen-Cahn

Είναι σηµαντικό, πϱιν συζητήσουµε το µαθηµατικό κοµµάτι, να σκεϕτούµε πώς µον-
τελοποιείται το πϱόϐληµα του σχηµατισµού των κϱαµάτων, και συγκεριµένα να µελετή-
σουµε ποιο είναι ακϱιϐώς το ϕυσικό νόηµα της u. Στην πεϱίπτωση των δύο υλικών, η u
πϱέπει να εκφράζει σε κάϑε σηµείο, µε κάποιον τϱόπο, πόσο υλικό A1 υπάρχει και πόσο
A2. Αυτό το ‘‘µέτϱο’’ µποϱεί να είναι κάποιου είδους συγκέντρωση, για παϱάδειγµα µία
προσηµασµένη πυκνότητα συγκέντρωσης. Το −1 ϑα αντιστοιχεί στο υλικό A1 και το 1
στο A2. Οι ενδιάµεσες τιµές εκφράζουν τη συνύπαρξη των δύο ϕάσεων.

A1 A2

Η πεϱίπτωση των δύο ϕάσεων είναι η απλούστεϱη και αυτή που ϑα µας απασχολήσει
στη συνέχεια. Εάν το πλήϑος των ϕάσεων είναι µεγαλύτεϱο του 2, η µία διάσταση δεν
αϱκεί για την πεϱιγϱαϕή του ϕαινοµένου, και αυτό είναι Ϲήτηµα γεωµετϱίας.

A1 A2A3

Εάν οι τϱεις ϕάσεις τοποϑετηϑούν στην ευϑεία, µποϱεί κανείς να µεταϐεί από το A1

στο A3 και από το A3 στο A2 (ή αντίστϱοϕα), αλλά είναι αδύνατον να µεταϐεί απ’ ευϑείας
από το A1 στο A2, χωϱίς να διέλϑει από το A3. Εδώ χϱειαϹόµαστε µία ακόµα διάσταση.
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A1 A2

A3

H u έχει λοιπόν νόηµα να παίϱνει και διανυσµατικές τιµές, αν και αυτό δεν ϑα µας
απασχολήσει.

Πϱοκειµένου να µελετήσουµε την πϱοέλευση της παϱαϐολικής εξίσωσης Allen-Cahn,
ϑα χϱειαστεί να µελετήσουµε δύο όϱους, αυτόν της διάχυσης και αυτόν του δυναµικού.

Σηµειώνουµε εδώ ότι στην εισαγωγή ϑα ασχοληϑούµε µε την πεϱίπτωση όπου ο
χώϱος είναι ευκλείδειος και όχι µία γενική πολλαπλότητα Riemann. Παϱόλα αυτά,
ό,τι ϑα πούµε γενικεύεται και στην πεϱίπτωση των πολλαπλοτήτων. Για τη διάχυση, ας
υποϑέσουµε ότι η u είναι πυκνότητα συγκέντϱωσης. Εάν Ω ένα σύνολο µε αϱκετά οµαλό
σύνοϱο, η συνολική συγκέντϱωση στο Ω είναι:∫

Ω

u dx

και η µεταϐολή της συγκέντϱωσης ∂t
∫
Ω
u dx. Εάν το υλικό διαχέεται, αναµένουµε να

εξέϱχεται από το Ω, µέσω του συνόϱου του. ∆ηλαδή, πεϱιµένουµε η εκϱοή του υλικού
να εξαϱτάται από την ποσότητα: ∫

∂Ω

F · n̂ dS

µε το F να είναι µία διανυσµατική συνάϱτηση που εκϕϱάϹει την εκϱοή από το σύνοϱο
και n̂ είναι το µοναδιαίο κάϑετο στο ∂Ω. Εϕόσον ϑέλουµε το υλικό να ϕεύγει από το Ω,
µία επιλογή για το F µποϱεί να είναι η F = −α∇u, α > 0.

u

Ω

∇u

Μάλιστα, αϕού αναµένουµε η συγκέντρωση εντός του Ω να µικϱαίνει, πολλαπλασιά-
Ϲουµε την

∫
∂Ω

−α∇u · n̂ dS µε −1, κι έχουµε τη σχέση:

∂t

∫
Ω

u dx = −
∫
∂Ω

−α∇u · n̂ dS = α

∫
∂Ω

∇u · n̂ dS

και από το ϑεώϱηµα της απόκλισης του Gauss:

∂t

∫
Ω

u dx =

∫
Ω

∇·(∇u) dx = α

∫
Ω

∆u dx
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όπου ∇·♢ είναι ο τελεστής της απόκλισης. ∆ηλαδή:∫
Ω

∂tu− α∆u dx = 0

Αϕού το Ω ήταν τυχόν, έπεται ότι:

∂tu− α∆u = 0

Εάν ϑέσουµε α = ε2, η εξίσωση γίνεται ∂tu = ε2∆u.

΄Οσον αϕοϱά το δυναµικό, ϑα πεϱιοϱιστούµε στην πεϱίπτωση των δύο υλικών. Η
ϕυσική διαίσϑηση είναι ότι οι ϕάσεις ϑα ϑέλουν να διαχωϱιστούν καϑώς πεϱνάει ο χϱόνος,
και κατά συνέπεια ϑα πϱέπει να υπάϱχει ένα δυναµικό W , το οποίο έχει δύο ελάχιστα,
καϑένα εκ των οποίων αντιστοιχεί σε µία ϕάση. ΄Ενα τέτοιο δυναµικό είναι το W (t) =
(1− t2)2/4, που έχει ελάχιστα στα −1 και 1.

W (t) =
1

4
(1− t2)2

Το δυναµικό τείνει να ωϑήσει το οµοιογενές µείγµα σε µία κατάσταση διαχωϱισµού
(αϱκετά λυπηϱό), όπου η u ϑα γίνεται είτε −1 είτε 1. Από την άλλη, δεν πϱέπει να ξεχνάµε
την τάση των υλικών να διαχέονται, οπότε συνδυάϹοντας την εξίσωση της διάχυσης µε το
δυναµικό, παίϱνουµε την εξίσωση:

∂tu = ∆u−Wu(u)

η οποία είναι η παραβολική εξίσωση Allen-Cahn. Εάν οι λύσεις είναι χϱονικά ανεξάϱτητες,
παίϱνουµε την εξίσωση Allen-Cahn:

∆u−Wu(u) = 0

2.2.2 H λύση της Allen-Cahn στη µία διάσταση

Στην απλή πεϱίπτωση της µίας διάστασης, η εξίσωση Allen-Cahn έχει λύση που µποϱεί
να ϐϱεϑεί εύκολα.

Παϱατηϱούµε για αϱχή ότι, για να ϐϱούµε µία λύση, αϱκεί να µελετήσουµε µονάχα
την ∆u−Wu(u) = 0 και όχι τις (2.2). Πϱάγµατι η:

ε2∆u(εx) = Wu(u(εx))
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είναι ισοδύναµη µε την:
∆v = Wu(v) = v3 − v

όπου v(x) = u(εx).

Παϱατηϱούµε επίσης ότι:(
(v′)2 − 2W (v)

)′
= 2v′ · v′′ − 2v′ ·Wu(v) = 0

και άϱα:
(v′)2 = 2W (v) + c, c ∈ R

Για να ϐϱούµε µία λύση, ϑέτουµε c = 0 και υποϑέτουµε v′ > 0. ΄Εχουµε:

v′ =
1√
2
(1− v2)

και άϱα η (ετεϱοκλινής) λύση είναι η:

v(x) = h(x− x0), h(x) = tanh(x/
√
2)

h

H h έχει καλή ϕυσική εϱµηνεία, τόσο από τη µοϱϕή της, όσο και από την ιδιότητα
της πεπεϱασµένης ενέϱγειας.

E(v;R) =
∫
R

1

2
(v′)2 +W (v) dx <∞

Μάλιστα, µποϱεί κανείς να δείξει ότι οι µόνες λύσεις µε πεπεϱασµένη ενέϱγεια είναι
αυτές που µόλις ϐϱήκαµε, µαϹί µε τις τετϱιµµένες ±1.

Παϱατήϱηση 2.1 (Λύσεις πεπερασµένης ενέϱγειας της µονοδιάστατης Allen-Cahn, ε = 1).
Οι µόνες λύσεις πεπερασµένης ενέϱγειας της µονοδιάστατης Allen-Cahn, µε ε = 1, είναι

οι v(x) = ±h(x− x0) και οι v ≡ ±1.

Απόδειξη. ΄Οπως έχουµε δει, για κάποιο c ∈ R, (v′)2 = 2W (v) + c. Λόγω της πεπερασ-
µένης ενέϱγειας, αϕού (v′)2/2, W (v) > 0, ϑα πϱέπει να υπάρχει ακολουθία (xk)k µε:

xk → ∞, v′(xk) → 0, W (v(xk)) → 0

(αλλιώς σκεϕτείτε τι ϑα συνέϐαινε). ΄Αϱα (v′(xk))
2 − 2W (v(xk)) → 0, κι αϕού το c είναι

σταϑεϱό, c = 0.
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Στη συνέχεια διακϱύνουµε πεϱιπτώσεις. Εάν |v(0)| < 1, τότε:

v′ =
1√
2
(1− v2) ή v′ = − 1√

2
(1− v2)

δηλαδή v = ±h(x− x0).

Εάν |v(0)| = 1, ϑα υποθέσουµε χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας ότι v(0) = 1. Υποθέ-
τουµε ότι υπάρχει x1 ούτως ώστε v(x1) < 1 και τότε παϱατηϱούµε ότι ως το x1 η λύση
είναι της µορφής ±h(x − x0). ΄Αϱα, έχει ασυνέχεια σε κάποιο σηµείο του διαστήµατος
(min{x1, 0},max{x1, 0}], πϱάγµα άτοπο. Κατά συνέπεια v ⩾ 1. Εφόσον η µονοτονία της
v αλλάζει µονάχα στα σηµεία όπου v(x) = 1, η v πϱέπει να διατηϱεί τη µονοτονία της
(σκεϕτείτε γιατί). Εάν είναι ϕθίνουσα, v ≡ 1, ενώ εάν είναι αύξουσα, δεν έχει πεπερασ-
µένη ενέϱγεια, εκτός κι αν v ≡ 1.

Τέλος, ασχολούµαστε µε την πεϱίπτωση |v(0)| > 1. Θα υποϑέσουµε και πάλι, χωϱίς
ϐλάϐη της γενικότητας, ότι v(0) > 1. Εάν v > 1, τότε όπως πϱιν η v δεν έχει πεπεϱασµένη
ενέϱγεια. Επίσης, εάν υπάϱχει σηµείο x1 ούτως ώστε v(x1) = 1, τότε από εκεί και πέϱα
v ≡ 1, ενώ για τα x < x1 η v δεν έχει πεπεϱασµένη ενέϱγεια.

Η µονοδιάστατη λύση της Allen-Cahn έχει ανάλογο στις δύο διαστάσεις, το οποίο
συνήϑως ονοµάϹουµε µονοδιάστατη λύση στις δύο διαστάσεις. Η λύση αυτή είναι η εξής:
Θεωϱούµε a ∈ S1, b ∈ R, και οϱίϹουµε:

v(x) = h(⟨a, x⟩ − b)

2.2.3 Πολλαπλότητες και πολλαπλότητες Riemann

Η µοϱϕή των ϑεωρήµάτων των Modica-Mortola και Pacard-Ritoré, µε την οποία ϑα
ασχοληθούµε, είναι γενική και χρησιµοποιεί πολλαπλότητες Riemann. Ο χώϱος, δηλαδή,
στον οποίον υπάρχει το κϱάµα και µελετάται η δοµή του, είναι µία πολλαπλότητα Rie-
mann. Αυτή είναι η µοϱϕή µε την οποία εµφανίστηκε ιστορικά το Pacard-Ritore στο
[PR03], αλλά όχι το Modica-Mortola στο [MM77].

Στη συνέχεια ϑα ακολουϑήσει µία µικϱή εισαγωγή στις πολλαπλότητες και τη γεωµ-
ετϱία Riemann. Γενικά, ϑα ακολουϑήσουµε µία παϱουσίαση όπως στα [Kü15], [dC92],
[Bo86], [Fr24].

Είναι ϕυσιολογικό, ως γενίκευση των Rn, να µελετήσουµε χώϱους που είναι τοπ-
ικά ευκλείδειοι. Οι πολλαπλότητες είναι στην ουσία τοπικά ευκλείδειοι χώϱοι, µόνο
που προστίθενται στον οϱισµό τους µεϱικές επιπλέον ϐοηθητικές ιδιότητες, που είναι
ολικές και όχι τοπικές. Αυτό ϐέϐαια γίνεται στο πλαίσιο της οµοιότητάς τους µε τους
ευκλείδειους χώϱους. Η πϱώτη ολική ιδιότητα είναι αυτή του δεύτεϱου αριθµήσιµου
τοπολογικού χώϱου, µε την οποία τα δίκτυα αντικαθίστανται από ακολουθίες και η
δεύτεϱη του Hausdorff, µε την οποία εξασφαλίζεται η µοναδικότητα των οϱίων.



22 Κεϕάλαιο 2. Η γεωµετϱία πίσω από µία εξισώση Reaction-Diffusion

Οϱισµός 2.1 (Τοπολογικές πολλαπλότητες χωϱίς σύνοϱο). ΄Ενας τοπολογικός χώϱος

(M,T) ϑα λέγεται τοπολογική πολλαπλότητα (διάστασης n) εάν:

i. Είναι τοπικά οµοιοµοϱϕικός µε τον Rn
. ∆ηλαδή για κάϑε x ∈ M, υπάϱχει ανοικτή

πεϱιοχή U ∈ T του x και τοπολογικός οµοιοµοϱϕισµός φ : U → Rn
.

ii. Είναι δεύτεϱος αϱιϑµήσιµος. ∆ηλαδή, υπάϱχει αϱιϑµήσιµη ϐάση της T.

iii. Είναι Hausdorff. ∆ηλαδή για κάϑε x ̸= y υπάϱχουν U, V ∈ T, U ∩V = ∅, µε x ∈ U ,

y ∈ V .

Αυτός ο ορισµός αναφέρεται στις πολλαπλότητες χωϱίς σύνοϱο. Παραδείγµατα τέ-
τοιοων πολλαπλοτήτων υπάρχουν πολλά, µε το απλούστερο ίσως (µη-ευκλείδειο) παϱά-
δειγµα στον χώϱο να είναι η σϕαίϱα S2.

φ

x

Υπάϱχουν επίσης πολλαπλότητες που έχουν σύνοϱο, όπως είναι το ηµισϕαίϱιο µαϹί
µε τον ισηµεϱινό. Για κάποιον, δηλαδή, που κατοικεί στο ηµισϕαίϱιο, υπάϱχει ένα (όχι
µε την τοπολογική έννοια) σύνοϱο, που είναι ο ισηµεϱινός. Οι πολλαπλότητες µε σύνοϱο
οϱίϹονται µε τον ακόλουϑο τϱόπο:

Οϱισµός 2.2 (Τοπολογικές πολλαπλότητες µε σύνοϱο). ΄Ενας τοπολογικός χώϱος (M,T)
ϑα καλείται τοπολογικη πολλαπλότητα µε σύνοϱο εάν ισχύουν οι ιδιότητες ii. και iii. του

Οϱισµού 2.1, και η i. έχει αντικατασταϑεί από την:

i*. Για κάϑε x ∈ M υπάϱχει τοπικός οµοιοµοϱϕισµός είτε µε το Rn
είτε µε το άνω

ηµιεπίπεδο Rn
+.

x

φ

Το σύνοϱο της πολλαπλότητας είναι τα σηµεία αυτά που απεικονίϹονται στο σύνοϱο
του άνω ηµιεπιπέδου µέσω των τοπικών οµοιοµοϱϕισµών.
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Οϱισµός 2.3 (Σύνοϱο µίας τοπολογικής πολλαπλότητας). ΄Εστω µία πολλαπλότητα

(M,T). ΄Ενα σηµείο x ∈ M ϑα λέγεται συνοριακό εάν απεικονίζεται στο σύνοϱο του

άνω ηµιεπιπέδου µέσω των τοπικών οµοιοµορφισµών. Το σύνοϱο των συνοριακών σηµείων

συµβολίζεται µε bdM και καλείται σύνοϱο της πολλαπλότητας M.

Πϱόταση 2.1. Για κάϑε πολλαπλότητα (M,T) ισχύουν τα εξής:

i. Το σύνοϱο bdM εϕοδιάϹεται µε δοµή τοπολογικής πολλαπλότητας, µε τον πεϱιοϱισµό

των οµοιοµοϱϕισµών στο σύνοϱο bdM.

ii. ΄Εχουµε bdbdM = ∅ (δηλαδή το σύνοϱο είναι τοπολογική πολλαπλότητα χωϱίς

σύνοϱο).

Σε µία τοπολογική πολλαπλότητα οϱίϹονται έννοιες συνέχειας, µέσω των τοπικών
οµοιοµοϱϕισµών. Θα λέµε ότι µία συνάϱτηση f : M → N µεταξύ πολλαπλοτήτων είναι
συνεχής εάν σε κάϑε x η συνάϱτηση (τοπική παϱάσταση):

f̃ = ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V )

είναι συνεχής, µε τις φ, ψ να είναι τοπικοί οµοιοµορφισµοί των x ∈ M και f(x) ∈ N

αντίστοιχα. Στην ουσία ανάγουµε τον οϱισµό της συνέχειας στις πραγµατικές συναρτή-
σεις.

Επίσης, αξίϹει να παρατηρήσουµε ότι αν φ1, φ2 είναι οµοιοµορφισµοί στην ίδια πολ-
λαπλότητα, οι φ2 ◦ φ−1

1 : φ1(U ∩ V ) → φ2(U ∩ V ), φ1 ◦ φ−1
2 : φ2(U ∩ V ) → φ1(U ∩ V )

είναι οµοιοµορφισµοί, πϱάγµα που -σε γενικές γϱαµµές- δείχνει ότι υπάρχει µία έννοια
‘‘καλής µετάϐασης’’ µεταξύ των περιοχών των οµοιοµορφισµών. Αυτό είναι αναγκαίο µε
την εξής έννοια: Εάν ϑέλουµε να οριστούν έννοιες συνέχειας στις πολλαπλότητες, για
παϱάδειγµα συναϱτήσεων f : M → N, δεν ϑα πϱέπει να υπάρχει εξάϱτηση από την
επιλογή των οµοιοµορφισµών µε τις οποίες γράφεται η τοπική παράσταση f̃ .

Στις πολλαπλότητες µποϱεί, επίσης, να πϱοσδοϑεί µία διαϕοϱική δοµή, µε την οποία
είναι δυνατόν να οϱιστούν έννοιες διαϕοϱισιµότητας σε συναϱτήσεις σε πολλαπλότητες.

Σηµείωση: Σε όλα τα παϱακάτω το ‘‘διαϕοϱικό’’ µποϱεί να αντικατασταϑεί µε το ‘‘Ck,
1 ⩽ k ⩽ ∞’’.

Οϱισµός 2.4 (Χάϱτες και διαϕοϱικά συµϐιϐαστοί χάϱτες). ΄Εστω (M,T) µία τοπολογική

πολλαπλότητα.

i. Κάϑε Ϲεύγος (U,φ), µε U ∈ T και φ : U → Rn
τοπικός οµοιοµοϱϕισµός, ϑα καλείται

χάϱτης.

ii. ∆ύο χάϱτες (U,φ), (V, ψ) λέγονται διαϕοϱικά συµϐιϐαστοί εάν οι µεταϐάσεις:

ψ ◦ φ−1 : φ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V ) και φ ◦ ψ−1 : ψ(U ∩ V ) → φ(U ∩ V )

είναι διαφορίσιµες. ∆ηλαδή, οι αλλαγές συντεταγµένων είναι διαφορίσιµες (αµφιδι-

αφορίσεις για την ακϱίϐεια).

Οϱισµός 2.5 (∆ιαϕοϱικοί άτλαντες και διαϕοϱικές πολλαπλότητες). ΄Εστω (M,T) µία

τοπολογική πολλαπλότητα.

i. ΄Ενας (διαϕοϱικός) άτλαντας A είναι ένα σύνολο διαϕοϱικά συµϐιϐαστών χαϱτών:

A = {(Ui, φi)}i∈I

που αποτελεί κάλυµµα της M.
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ii. Το Ϲεύγος (M,T,A) ϑα καλείται διαϕοϱική πολλαπλότητα. Συνήϑως ο άτλαντας

A είναι ο µεγιστικός:

Amax = {(U,φ) | (U,φ) ανά δύο διαϕοϱικά συµϐιϐαστοί χάϱτες της M} ⊇ A

M

⊆ Rn ⊆ Rnψ ◦ φ−1

φ ◦ ψ−1

Πολύ συχνά στους συµϐολισµούς παϱαλείπουµε την τοπολογία/τους άτλαντες και
γϱάϕουµε µονάχα (για παϱάδειγµα) M για την πολλαπλότητα.

Με τους ορισµούς αυτούς υπάρχουν δύο είδη πολλαπλοτήτων: Εάν ξεκινήσουµε µε
µοντέλο τον χώϱο R, µποϱούµε να ϕτιάξουµε ένα οκτάρι ή έναν κύκλο. Η ουσιώδης
διαφορά των δύο είναι ότι το οκτάρι έχει τοπικά την τοπολογία του R αλλά όχι τη
σχετική τοπολογία του R2, ενώ ο κύκλος έχει τοπικά την τοπολογία του R και τη
σχετική τοπολογία του R2. Στην πϱώτη πεϱίπτωση λέµε ότι η πολλαπλότητα είναι εµ-
ϐαπτισµένη, ενώ στη δεύτεϱη ότι είναι εµφυτευµένη. Εµείς ϑα ασχοληθούµε µονάχα
µε εµφυτευµένες πολλαπλότητες (τις καλούµε εµφυτευµένες υποπολλαπλότητες, αϕού
περιέχονται σε µεγαλύτεϱο χώϱο).

Η οϱολογία ‘‘εµϐαπτισµένος’’ δεν έχει την έννοια του ‘‘εµϕυτεύω’’, και συνεπώς οι δύο
λέξεις δεν έχουν το ίδιο νόηµα. Η λέξη εµϐάπτιση εδώ χϱησιµοποιείται µε την έννοια
της αλλαγής ονόµατος/ονοµατοδοσίας. Και πϱάγµατι, το οκτάϱι είναι στην ουσία το R,
µόνο που το ‘‘ϐλέπουµε/ϐαπτίϹουµε’’ αλλιώς.

φ φ

Σηµείωση: Στη συνέχεια ϑα ασχολούµαστε µε οµαλές (δηλαδή C∞) πολλαπλότητες.

Πολύ ϐασική έννοια στις πολλαπλότητες είναι αυτή του εφαπτόµενου χώϱου. ∆ε-
δοµένης µίας επιϕάνειας S ⊆ R3, συνηθίζεται να δίνεται ο ορισµός του εφαπτόµενου
χώϱου (επιπέδου) σε ένα σηµείο p ∈ M:

TxS = {(p, u) ∈ {p} × R3 | ∃ διαϕοϱ. καµπύλη γ : (−ε, ε) → S µε γ(0) = p, γ′(0) = u}
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Την ιδέα αυτή ϑα χρησιµοποιήσουµε για να γενικεύσουµε τον οϱισµό. Μόνο για αϱχή, εί-
ναι σηµαντικό να παρατηρήσουµε ότι εδώ προϋποτίθεται η ύπαϱξη/εµϕύτευση της πολ-
λαπλότητας (επιϕάνειας) σε έναν µεγαλύτεϱο χώϱο, µία κατάσταση που είναι ασυνήϑης
γενικά στις πολλαπλότητες.

S

TxS
γ

Γενικότεϱα, χωϱίς να πϱοϋποτίϑεται οποιουδήποτε είδους εµϕύτευση, οϱίϹουµε το
ακόλουϑο:

Οϱισµός 2.6 (Εϕαπτόµενοι χώϱοι - Γεωµετϱική µοϱϕή). Εστω M µία πολλαπλότητα και

x ∈ M. ΟϱίϹουµε τον εϕαπτόµενο χώϱο της M στο x ως εξής:

TxM =
{
(x, u) ∈ {x} × Rn | ∃διαϕοϱ. καµπύλη γ : (−ε, ε) → M µε γ(0) = x και

∂t=0(φ ◦ γ) = u, για κάποιον τοπικό χάϱτη (U,φ) του x
}

Εναλλακτικά (και ισοδύναµα):

TxM =
{ γ/

∼x
| γ : (−ε, ε) → M διαϕοϱ. καµπύλη µε γ(0) = x

}
όπου γ ∼x ζ εάν ∂t=0(φ ◦ γ) ∥ ∂t=0(φ ◦ ζ) για κάποιον χάϱτη (U,φ) του x.

΄Ενας ακόµη τϱόπος να οριστεί ο εφαπτόµενος χώϱος είναι µέσω παραγωγίσεων.
Είναι ϐοηθητικό κανείς να ταυτίϹει τα στοιχεία του εφαπτόµενου χώϱου µε τις ‘‘κατά
κατεύϑυνση παραγώγους’’. ∆ιαισθητικά (στους Rn) αυτή η αντιστοιχία µποϱεί να γίνει,
αϕού κάϑε κατά κατεύϑυνση παράγωγος αντιστοιχεί σε ένα διάνυσµα, και κάϑε διάνυσµα
σε µία κατά κατεύϑυνση παράγωγο. Η γενική πεϱίπτωση χρειάζεται περισσότερη αιτι-
ολόγηση, αλλά δεν ϑα αναφερθούµε εδώ [Fr24].

Οϱισµός 2.7 (Εϕαπτόµενοι χώϱοι και παϱαγωγίσεις). ΄Εστω M µία πολλαπλότητα και

x ∈ M. Μία συνάϱτηση ux : C∞(M;R) → R ϑα λέγεται παϱαγώγιση εάν:

i. Είναι γϱαµµική.

ii. Ικανοποιεί τον κανόνα του Leibnitz:

ux(f · g) = ux(f) · g(x) + f(x) · ux(g), f, g ∈ C∞(M;R)

Επίσης, ισοδύναµα µποϱούµε να οϱίσουµε τον εϕαπτόµενο χώϱο ως εξής:

TxM = {ux : C∞(M;R) → R | ux παϱαγώγιση στο x}

Εάν έχουµε µία συνάϱτηση F : M → N, υπάϱχει µία ϕυσιολογική συνάϱτηση
µεταξύ των αντίστοιχων χώϱων, που είναι η πϱοώϑηση.

Οϱισµός 2.8 (Πϱοώϑηση). ΄ΕστωM,N δύο πολλαπλότητες, x ∈ M καιF ∈ C∞(M;N).
Η πϱοώϑηση της F είναι ο γραµµικός τελεστής:

F∗ : TxM → TF (x)N µε F∗(ux)(♢) = ux(♢ ◦ F )
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Εάν οι M, N είναι δύο επιϕάνειες στον R3, µία τέτοια συνάϱτηση, µεταξύ των εφαπ-
τόµενων χώϱων, είναι το διαφορικό της F . Η πϱοώϑηση είναι στην ουσία το διαφορικό,
εάν ‘‘περάσουµε’’ στην τοπική παράσταση.

Πϱόταση 2.2 (Τοπική έκϕϱαση της πϱοώϑησης). ΄Εστω M, N δύο πολλαπλότητες,

x ∈ M και F : M → N. Εάν (U,φ), (V, ψ) είναι τοπικοί χάϱτες των x και F (x)
αντίστοιχα, τότε η F∗ σε τοπικές συντεταγµένες εκϕϱάϹεται µέσω του πίνακα:(

∂(ψ ◦ F ◦ φ−1)i
/
∂xj

)n,m
i,j=1

Εάν κανείς κατασκευάσει σε µία πολλαπλότητα µία συλλογή εφαπτόµενων διανυσ-
µάτων (δηλαδή παραγωγίσεων), ώστε σε κάϑε σηµείο να αντιστοιχεί ένα διάνυσµα, ϕτιάχνει
ένα διανυσµατικό πεδίο, µε την προϋπόθεση να υπάρχει µία οµαλή µεταϐολή µεταξύ
των διανυσµάτων.

Πϱοκειµένου να µελετηϑεί αυτή η έννοια της οµαλής µετάϐασης µεταξύ διανυσµάτων,
χϱειάϹεται να οϱιστεί ένας χώϱος που πεϱιέχει όλα τα πιϑανά εϕαπτόµενα διανύσµατα.
Πϱοσέξτε ότι δεν µποϱούµε εν γένει να πούµε ‘‘το u ∈ TxM απέχει λίγο από το v ∈ TyM’’,
εάν x ̸= y, απλώς επειδή τα διανύσµατα u, v δεν ανήκουν στον ίδιο χώϱο. ∆εν υϕίσταται,
για παϱάδειγµα, κάποιου είδους ποσότητα u− v. ΟϱίϹουµε λοιπόν το ακόλουϑο:

Οϱισµός 2.9 (Εφαπτόµενη δέσµη). ΄Εστω M µία πολλαπλότητα. Ορίζουµε την εφαπτό-

µενη δέσµη:

TM =
∐
x∈M

TxM =
⋃
x∈M

({x} × TxM)

Η εϕαπτόµενη δέσµη µποϱεί να αποκτήσει δοµή πολλαπλότητας, κι εποµένως ϑα
µποϱούν να οϱιστούν έννοιες οµαλότητας και συνέχειας. Για να κατανοήσουµε την
ιδέα, ας ϑεωϱήσουµε ότι η M είναι κάποιος ευκλείδειος χώϱος. Για κάϑε u, v ∈ TM,
ενδεχοµένως κανείς ϑα µποϱούσε να πει ότι τα u, v είναι κοντά εάν τα xu = π1(u), xv =
π1(v) είναι κοντά, κι επίσης τα u = π2(u), v = π2(v) (καταχϱηστικά τα συµϐολίϹουµε
µε το ίδιο γϱάµµα) είναι κοντά. Με π1 συµϐολίϹουµε τον πεϱιοϱισµό στην M και µε π2
τον ‘‘πεϱιοϱισµό’’ στους TpM (δεδοµένου του p). ∆ηλαδή, δύο εϕαπτόµενα διανύσµατα
είναι κοντά εάν το σηµείο εϕαϱµογής τους είναι κοντά και τα διανύσµατα είναι κοντά,
εάν µεταϕεϱϑούν ώστε να έχουν κοινή αϱχή.

Αυτή είναι η ιδέα µε την οποία κανείς κατασκευάϹει δοµή πολλαπλότητας στην εφαπ-
τόµενη δέσµη TM.

Θεώϱηµα 2.1 (H C∞−δοµή της εϕαπτόµενης δέσµης). ΄Εστω M µία πολλαπλότητα

διάστασης n και TM η εϕαπτόµενη δέσµη της. Υπάϱχει C∞−δοµή στην TM που την

καϑιστά πολλαπλότητα διάστασης 2n, και τον πεϱιοϱισµό π : TM → M,C∞−συνάϱτηση.

Οι χάϱτες δηλαδή (των (p, up)) είναι της µοϱϕής:

Φ(q, uq) =
(
φ1(q), · · · , φn(q), u

1
q, · · · , unq

)
όπου:
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i. O (U,φ) είναι χάϱτης του p ∼= (φ1(p), · · · , φn(p)).

ii. Ισχύει:

uq(♢) =
n∑

i=1

uiq
∂(♢ ◦ φ−1)

∂xi

∣∣∣
φ(q)

∼= (u1q, · · · , unq )

Τα διανυσµατικά πεδία µποϱούν να οϱιστούν ως µία οµαλή επιλογή εϕαπτόµενων
διανυσµάτων από την TM.

Οϱισµός 2.10 (∆ιανυσµατικά πεδία). ΄Εστω M µία πολλαπλότητα. Θα καλούµε µία

συνάϱτηση X ∈ C∞(M;TM) διανυσµατικό πεδίο εάν είναι C∞−τοµή της TM. ∆ηλαδή

αν π ◦X = id.

TMM

M

X

π
id

Αυτή είναι η τυπική κατασκευή των διανυσµατικών πεδίων. ΄Ενας πιο ϕιλικός χαρακ-
τηρισµός για το τι είναι διανυσµατικό πεδίο ϑα ακολουθήσει στην επόµενη πρόταση.

Σηµείωση: Αϱκετές ϕοϱές ϑα συµϐολίϹουµε τα ϐασικά διανυσµατικά πεδία:

Ei(p) =
∂♢
∂xi

∣∣∣
p
=
∂(♢ ◦ φ−1)

∂xi

∣∣∣
φ(p)

Τότε, τα εϕαπτόµενα διανύσµατα παίϱνουν την απλή µοϱϕή:

up =
n∑

i=1

uip
∂

∂xi

∣∣∣
p
=

n∑
i=1

uipEi(p)

Πϱόταση 2.3 (Χαϱακτηϱισµός των διανυσµατικών πεδίων). ΄Εστω M µία πολλαπλότητα

και X ένα διανυσµατικό πεδίο. Το X παίϱνει τη µοϱϕή:

X(p) =
n∑

i=1

X i(p)
∂

∂xi

∣∣∣
p
=

n∑
i=1

X i(p)Ei(p), µε X i ∈ C∞(M;R)

Αντιστϱόϕως, κάϑε τέτοια µοϱϕή είναι διανυσµατικό πεδίο.

Τα διανυσµατικά πεδία στη ϕυσική συνήϑως αντιπροσωπεύουν πεδία δυνάµεων.
Κατά συνέπεια, είναι ϕυσιολογικό κανείς να ασχοληθεί και µε κινήσεις πάνω στην πολ-
λαπλότητα, δηλαδή µε ϱοές.

Ας ϑεωϱήσουµε µία C∞−συνάϱτηση Θ : R × M → M, που έχει ως οϱίσµατα τον
‘‘χϱόνο’’ (t ∈ R) και τη ‘‘ϑέση’’ (p ∈ M), και που κατά κάποιον τϱόπο εκϕϱάϹει τη
‘‘µεταϕοϱά υλικού’’. Σε χϱόνο 0 αναµένουµε ότι δεν έχει υπάϱξει κάποια ‘‘µεταϕοϱά
υλικού’’, αϕού τη στιγµή εκκίνησης αυτή υλοποιούνται οι αϱχικές µας συνϑήκες. Οπότε
µποϱούµε να ϑεωϱήσουµε Θ(0, p) = p. Από την άλλη, σε χϱόνο t + s έχουµε τη ϱοή
Θ(t + s, p), η οποία -αν αυτή οϱίϹεται µε λογικό τϱόπο- ϑα πϱέπει να µποϱεί να ϐϱεϑεί
µελετώντας την µεταϕοϱά πϱώτα σε χϱόνο t, κι έπειτα σε χϱόνο s µονάδες µετά το t, από
το σηµείο Θ(t, p). ∆ηλαδή Θ(t+ s, p) = Θ

(
s,Θ(t, p)

)
.
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Η έννοια της ϱοής µελετάται και στα δυναµικά συστήµατα, µε διαϕοϱετική οϱολογία
(οι συναϱτήσεις Θ λέγονται συναϱτήσεις µετάϐασης, και συνήϑως έχουν και κάποιον
αϱχικό χϱόνο t0, ενδεχοµένως διαϕοϱετικό του µηδενός).

Παϱάδειγµα ϱοής (λόγου χάϱη πϱος µία κατεύϑυνση v = (v1, v2)) στον R2 είναι η:

Θ
(
t, (x1, x2)

)
= (x1 + tv1, x2 + tv2)

Εδώ η µεταϕοϱά του υλικού γίνεται σε παϱάλληλες πϱος το v ευϑείες.

Οϱισµός 2.11 (∆ιαϕοϱικές ϱοές). ΄Εστω M µία πολλαπλότητα και Θ : R×M → M µία

C∞−συνάϱτηση. Η Θ ϑα καλείται διαϕοϱική ϱοή εάν:

i. Για κάϑε p ∈ M, Θ(0, p) = p.

ii. Για κάϑε t, s ∈ R και p ∈ M, Θ(t+ s, p) = Θ
(
s,Θ(t, p)

)
.

Πολλές ϕοϱές γράφουµε Θt(p) = Θ(t, p). Εάν αντί για R έχουµε κάποιο διάστηµα

(−ε, ε) και αντί για M έχουµε ένα ανοικτό U , ονοµάζουµε τη ϱοή τοπική (οι ιδιότητες

i., ii. τροποποιούνται όπως χρειάζεται για να ϐγάζουν νόηµα).

Η αντιστοιχία διανυσµατικών πεδίων και τοπικών ϱοών επιτυγχάνεται µέσω των ολο-
κληϱωτικών καµπυλών και του απειϱοστικού γεννήτοϱα.

Οϱισµός 2.12 (Ολοκληϱωτικές καµπύλες και ο απειϱοστικός γεννήτοϱας). ΄Εστω M µία

πολλαπλότητα.

i. Μία καµπύλη γ : I → M λέγεται ολοκληϱωτική καµπύλη του διανυσµατικού πεδίου

X εάν ακολουϑεί τις γϱαµµές του διανυσµατικού πεδίου. ∆ηλαδή εάν:

γ∗

Å
d

dt

∣∣∣
t

ã
= X

(
γ(t)

)
ii. Εάν Θ : R×M → M είναι µία διαϕοϱική ϱοή, ο απειϱοστικός της γεννήτοϱας είναι

το διανυσµατικό πεδίο:

Θα(p)(f) = lim
∆t→0

1

∆t

(
f
(
Θ∆t(p)

)
− f

(
Θ0(p)

))
= lim

∆t→0

1

∆t

(
f
(
Θ∆t(p)

)
− f(p)

)
το οποίο αντιπϱοσωπεύει τη µεταϐολή της ϱοής.

Θεώϱηµα 2.2 (Συσχέτιση διανυσµατικών πεδίων και διαϕοϱικών ϱοών). ΄Εστω M µία

πολλαπλότητα.

i. ΄Εστω Θ µία διαϕοϱική ϱοή (τοπική ή όχι). Οι τϱοχιές:

γ(t) = Θ(t, p)

είναι ολοκληϱωτικές καµπύλες του Θα
.
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ii. Για κάϑε διανυσµατικό πεδίο X υπάρχει µία τοπική διαφορική ϱοή Θ (ολική ενδέχε-

ται να µην υπάρχει) ώστε Θα = X και Θ(0, p) = p, σε κάποια περιοχή U .

Κοµϐικό ϱόλο παίϹουν επίσης οι αγκύλες Lie των διανυσµατικών πεδίων. Πϱώτα
οϱίϹουµε τη σύνϑεση των διανυσµατικών πεδίων X, Y . ΟϱίϹουµε δηλαδή:

XY (p)(f) = X(p)(Y (♢)(f))

H XY δεν είναι εν γένει διανυσµατικό πεδίο, κι αυτό οϕείλεται στην ύπαϱξη δευτέϱων
παϱαγώγων. Πϱοκειµένου να πάϱουµε διανυσµατικό πεδίο που αντιστοιχεί στη σύνϑεση,
οϱίϹουµε την αγκύλη Lie.

Οϱισµός 2.13 (Αγκύλη Lie). ΄Εστω M µία πολλαπλότητα και X, Y δύο διανυσµατικά

πεδία. ΟϱίϹουµε την αγκύλη Lie:

[X, Y ] = XY − Y X

΄Εχει ενδιαϕέϱον να συγκϱίνει κανείς τα διανυσµατικά πεδία και τις ϱοές τους µε την
αγκύλη Lie. Για παϱάδειγµα, εάν έχουµε ∂/∂x, ∂/∂y δύο ϐασικά διανυσµατικά πεδία
και Φ,Θ τις αντίστοιχες τοπικές (και όχι ολικές) ϱοές, ξεκινώντας από ένα σηµείο p, δεν
έχει σηµασία η σειϱά της σύνϑεσης στις ϱοές. ∆ηλαδή, ακολουϑώντας την Φ κι έπειτα τη
Θ, ϕτάνουµε στο ίδιο σηµείο µε το να ακολουϑήσουµε πϱώτα τη Θ κι έπειτα τη Φ.

Θ(s,Φ(t, p)) = Φ(t,Θ(s, p))

Εάν [X, Y ] = 0, τότε αυτό που µποϱεί κανείς να δείξει είναι η ανεξαϱτησία της
διαδϱοµής σε τοπικές ϱοές. Λέµε ότι τα διανυσµατικά πεδία X, Y µετατίϑενται εάν
[X, Y ] = 0.

Υπάϱχουν επίσης διανυσµατικά πεδία που δεν µετατίϑενται, όπως είναι τα X =
(x2 + y2)∂/∂x, Y = ∂/∂y στο επίπεδο.

[X, Y ] = 2y
∂

∂x
+ (x2 + y2)

∂2

∂y∂x
− (x2 + y2)

∂2

∂x∂y
= 2y

∂

∂x
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Το διανυσµατικό πεδίο [X, Y ] είναι ένα µέτϱο του πόσο τα X, Y απέχουν από το να
µετατίϑενται.

Πϱοκειµένου να ασχοληϑούµε ουσιωδώς µε γεωµετϱία πάνω σε πολλαπλότητες, ϑα
χϱειαστούµε µίας µοϱϕής εσωτεϱικό γινόµενο στους εϕαπτόµενους χώϱους, που είναι
η µετϱική Riemann. Στο [Fr24] εξηγείται γιατί η µετϱική Riemann είναι απαϱαίτητη,
εάν κανείς ϑέλει να µελετήσει όγκους, κι επίσης στα [Kü15], [dC92] πώς οϱίϹεται η
καµπυλότητα.

Η µετϱική Riemann στις πολλαπλότητες είναι µία συλλογή εσωτεϱικών γινοµένων
στους εϕαπτόµενους χώϱους, που µεταϐάλλονται οµαλά, καϑώς το σηµείο εϕαϱµογής
αλλάϹει. Αυτή η έννοια οµαλότητας συνήϑως πεϱιγϱάϕεται, όπως και στα διανυσµατικά
πεδία, δηλαδή οϱίϹοντας έναν χώϱο-δέσµη κι έπειτα παίϱνοντας τοµή. Πϱοκειµένου
να απλοποιήσουµε τη διαδικασία, ϑα µεταϐούµε απ’ ευϑείας σε έναν οϱισµό όπως της
Πϱότασης 2.3.

Σηµειώνουµε ότι, εάν {(dxk)p}k είναι µία δυϊκή ϐάση της {∂/∂xk|p}k, οϱίϹεται το
τανυστικό γινόµενο:

(dxi)p ⊗ d(xj)p

Å
∂

∂xk

∣∣∣
p
,
∂

∂xℓ

∣∣∣
p

ã
= δi,kδj,ℓ

Οϱισµός 2.14 (Μετϱικές Riemann και πολλαπλότητες Riemann). ΄Εστω M µία πολ-

λαπλότητα. Μία µετϱική Riemann είναι ένα συµµετρικό 2−τανυστικό πεδίο, δηλαδή µία

συνάϱτηση g µε τις ιδιότητες:

i. Για κάϑε u, v ∈ TpM, g(p)(u, v) = g(x)(v, u).

ii. Για κάϑε v ∈ TpM, g(p)(v, v) ⩾ 0, µε την ισότητα µόνο όταν v = 0.

iii. H g(p) γϱάϕεται:

g(p) =
n∑

i,j=1

gi,j(p)(dxi)p ⊗ (dxj)p

µε τις gi,j να είναι C∞−συναϱτήσεις. Επίσης, η {(dxk)p}k είναι η δυϊκή ϐάση της

{∂/∂xk|p}k.

Το Ϲεύγος (M, g) ϑα καλείται πολλαπλότητα Riemann.

Στη γεωµετϱία Riemann αποδεικνύεται το εξής:

Θεώϱηµα 2.3. ΄Εστω M µία πολλαπλότητα. Υπάϱχει (όχι µοναδική) µετϱική Riemann

στην M.

Σηµείωση: Πολλές ϕοϱές, όταν η µετϱική Riemann υπονοείται, γϱάϕουµε:

⟨X(p), Y (p)⟩ αντί g(p)(X(p), Y (p))

όπου τα X, Y είναι διανυσµατικά πεδία.

Στη συνέχεια ϑα µας απασχολήσουν ϑέµατα που αϕοϱούν τη καµπυλότητα στις πολ-
λαπλότητες Riemann. Στις εµφυτευµένες υποπολλαπλότητες στον Rn, ϐασική προϋπό-
ϑεση για τη µελέτη της καµπυλότητας, τουλάχιστον τµηµατικά, είναι η µελέτη της
δεύτεϱης παραγώγου των καµπυλών. ∆ηλαδή, η µελέτη της µεταϐολής της ταχύτη-
τας. Παϱακάτω ϑα προσπαθήσουµε να ασχοληθούµε µε το αντίστοιχο πλαίσιο στις πολ-
λαπλότητες Riemann, που είναι η µελέτη της µεταϐολής των διανυσµατικών πεδίων.
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Η διαίσθηση που ϑα οδηγήσει στους ορισµούς ϐρίσκεται στην πεϱίπτωση των εµφυ-
τευµένων υποπολλαπλοτήτων στον Rn, και είναι η πϱώτη που ϑα µας απασχολήσει.

Εστω M ⊆ Rn µία εµϕυτευµένη υποπολλαπλότητα διάστασης m < n. Θεωϱούµε
µία καµπύλη γ : I → M και επίσης οϱίϹουµε X το πεδίο ταχυτήτων της, που είναι ένα
διανυσµατικό πεδίο κατά µήκος της γ. Με τη δεύτεϱη παϱάγωγο της γ, παίϱνουµε άλλο
ένα διανυσµατικό πεδίο Y κατά µήκος της γ. To Y πεϱιέχει την ‘‘πληϱοϕοϱία’’ για τη
καµπυλότητα στην πεϱίπτωση της εµϕυτευµένης υποπολλαπλότητας, αλλά όχι γενικά.
Το πϱόϐληµα έγκειται στο γεγονός ότι ο οϱισµός ο ίδιος πϱοϋποϑέτει µε πολύ άµεσο
τϱόπο την εµϕύτευση, ώστε να υπάϱχει το διανυσµατικό πεδίο Y εκτός πολλαπλότητας.

Θα πϱοσπαϑήσουµε να ϐϱούµε, στην πεϱίπτωση των εµϕυτευµένων υποπολλαπλο-
τήτων, έναν τϱόπο έκϕϱασης της δεύτεϱης παϱαγώγου (δηλαδή της παϱαγώγου του X)
που δεν ϑα πϱοϋποϑέτει την ύπαϱξη ‘‘εξωτεϱικού χώϱου’’ µε τόσο άµεσο τϱόπο. ΄Ισως
αυτός ο οϱισµός να µποϱεί µετέπειτα να γενικευτεί στην πεϱίπτωση των πολλαπλοτήτων
Riemann.

Γϱάϕουµε το Y = dX/dt στη µοϱϕή Y = π(Y ) + π⊥(Y ), όπου π είναι η πϱοϐολή
π(Y (p)) : TpRn → TpM και π⊥ η πϱοϐολή π⊥(Y (p)) : TpRn → T⊥

p M. ∆ηλαδή η
πϱώτη πϱοϐάλλει το διάνυσµα στους εϕαπτόµενους χώϱους της πολλαπλότητας και η
δέυτεϱη στους αντίστοιχους κάϑετους. Αϕού οι κάϑετες συνηστώσες πϱοκαλούν εν γένει
πϱόϐληµα, οϱίϹουµε:

DX

dt
= π(Y ) = π

Å
dX

dt

ã
(άλλος συµϐολισµός είναι ο DtX). Η νέα αυτή παϱάγωγος ονοµάϹεται συναλλοίωτη
παϱάγωγος του X κατά µήκος της γ.

M

dX

dtDX

dt

Οι ιδιότητες µε τις οποίες ϑα οϱιστεί η συναλλοίωτη παϱάγωγος γενικά, όπως και η
έννοια της συνοχής, συνοψίϹονται στο παϱακάτω ϑεώϱηµα.

Θεώϱηµα 2.4 (Ιδιότητες της συναλλοίωτης παραγώγου σε εµφυτευµένες πολλαπλότητες).
΄Εστω M µία εµφυτευµένη υποπολλαπλότητα στον Rn

καιX1, X2 δύο διανυσµατικά πεδία

κατά µήκος µίας καµπύλης γ : I → M (όχι κατ’ ανάγκη η ταχύτητα της γ). Τότε:

D

dt
(X1 +X2) =

DX1

dt
+
DX2

dt

και:
D

dt

(
f(t)X1(t)

)
=
df

dt
X1(t) + f(t)

DX1

dt
, f ∈ C1(I;R)

Τέλος, εάν Y είναι ένα διανυσµατικό πεδίο και X το πεδίο της ταχύτητας της γ, η ποσότητα

DY/dt εξαϱτάται από το πεδίο ταχυτήτων X, και ϕυσικά από το Y , αλλά όχι από την γ.

∆ηλαδή, εάν γ(t0) = p, τότε η DY/dt|t=t0 δεν εξαϱτάται από την γ, αλλά από το σηµείο p
και από την ταχύτητα X(p).
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Iδιαιτέϱως η τελευταία ιδιότητα έχει ενδιαφέρον, και µας πϱοϊδεάϹει ότι υπάρχει
ένας γενικός τελεστής ∇, που κωδικοποιεί όλες τις κατά κατεύϑυνση παραγώγους. ∆ι-
αισθητικά, ∇dγ/dtZ = DY/dt, Z(γ(t)) = Y (t). Αυτός ϑα είναι ο τελεστής ∇ της συνοχής,
και η ποσότητα ∇XY ϑα σηµαίνει την κατά κατεύϑυνση παράγωγο του Y κατά µήκος
του X.

Οϱισµός 2.15 (Συνοχή). ΄Εστω (M, g) µία πολλαπλότητα Riemann. OϱίϹουµε ως συνοχή

κάϑε συνάϱτηση ∇ : (X, Y ) 7→ ∇XY µε τις ιδιότητες:

i C1−γϱαµµικότητα στην πϱώτη µεταϐλητή:

∇fX1+gX2Y = f∇X1Y + g∇X2Y

ii. Κανόνας του Leibnitz στη δεύτεϱη µεταϐλητή:

∇X(fY ) = f∇XY +X(·)(f)Y

iii. Γϱαµµικότητα στη δεύτεϱη µεταϐλητή:

∇X(Y1 + Y2) = ∇XY1 +∇XY2

όπου τα X, Y,X1, X2, Y1, Y2 είναι διανυσµατικά πεδία και f ∈ C1(M;R).

Μέσω της συνοχής, που είναι γενική έννοια, πεϱιοϱιϹόµενοι σε καµπύλες ϑα εξάγουµε
τη συναλλοίωτη παϱάγωγο.

Θεώϱηµα 2.5 (Συναλλοίωτη παϱάγωγος). ΄Εστω (M, g) µία πολλαπλότητα Riemann µε

συνοχή ∇. Υπάϱχει µία γενική έννοια συναλλοίωτης παϱαγώγου κατά µήκος της γ, που

είναι µοναδική δεδοµένης της συνοχής ∇. ∆ηλαδή, ο τελεστής αυτός D/dt ικανοποιεί τις

ιδιότητες:

i. Γϱαµµικότητα:

D

dt
(Y1 + Y2) =

DY1
dt

+
DY2
dt

ii. Κανόνας του Leibnitz:

D

dt

(
fY1
)
=
df

dt
Y1 + f

DY1
dt

Γενικά τα Y1, Y2 είναι διανυσµατικά πεδία κατά µήκος της γ και f ∈ C1(I;R).

iii. Συµϐατότητα µε τη συνοχή ∇:

DY

dt
= ∇XZ

To Y µε το Z σχετίϹονται ως εξής Z(γ(t)) = Y (t). ∆ηλαδή το Y είναι διανυσµατικό

πεδίο κατά µήκος της γ που έχει πϱοκύψει από το Z, και X είναι το πεδίο ταχυτήτων

X = dγ/dt.

Οι λεπτοµέρειες που δικαιολογούν ότι αυτοί οι ορισµοί είναι καλοί µποϱούν να ϐρε-
ϑούν στο [Bo86].

΄Ενα ‘‘µικϱό’’ τεχνικό Ϲήτηµα είναι το ότι οι συνοχές ενδεχοµένως δεν συµπεϱιϕέϱονται
καλά στο εσωτεϱικό γινόµενο (δεν ισχύει δηλαδή ο κανόνας του Leibnitz για τα εσωτεϱικά
γινόµενα). Αυτό διοϱϑώνεται µε το ακόλουϑο ϑεώϱηµα:
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Θεώϱηµα 2.6 (΄Υπαϱξη Levi-Civita συνοχής). Για κάϑε πολλαπλότητα Riemann (M, g)
υπάϱχει µοναδική συνοχή Levi-Civita, δηλαδή συνοχή µε τις ιδιότητες:

i. Συµµετϱία:

∇XY −∇YX = [X, Y ]

(οπότε τότε ∇Ei
Ej − ∇Ej

Ei = [Ei, Ej] = 0, πϱάγµα που δικαιολογεί την οϱολογία

της συµµετϱίας).

ii. Συµϐατότητα µε τη µετϱική g:

X⟨Y, Z⟩ = ⟨∇XY, Z⟩+ ⟨Y,∇XZ⟩

Τα X, Y, Z είναι διανυσµατικά πεδία.

Σηµείωση: Από εδώ και στο εξής ϑα χϱησιµοποιούµε Levi-Civita συνοχές.

Με την έννοια της συναλλοίωτης παραγώγου µποϱούν να οριστούν οι έννοιες παϱάλ-
ληλης µετατόπισης πάνω σε µία πολλαπλότητα. Μποϱούµε, δηλαδή, να µεταϕέϱουµε
εφαπτόµενα διανύσµατα πάνω σε µία πολλαπλότητα, µε τϱόπο που σέβεται τη γεωµετϱία.
Για τους κάτοικους της πολλαπλότητας, η κίνηση αυτή γίνεται όντως παϱάλληλα, ενώ
για τους ‘‘εξωτερικούς’’ παϱατηϱητές ενδεχοµένως όχι (σκεϕτείτε το παϱάδειγµα της
σϕαίϱας).

Θα λέµε ότι ένα διανυσµατικό πεδίο Y κατά µήκος µίας καµπύλης γ : I → R είναι
παϱάλληλο εάν DY/dt ≡ 0. ∆ηλαδή, ένα διανυσµατικό πεδίο Y είναι παϱάλληλο εάν
δεν κάνει στϱοϕές πάνω στην πολλαπλότητα και διατηϱεί σταϑεϱό µήκος.

Οι γεωδαισιακές σχετίζονται µε την παϱάλληλη µεταϕοϱά µε τον εξής τϱόπο: Πϱέπει
να είναι ‘‘ευθείες’’ στην πολλαπλότητα, µε την έννοια ότι δεν στϱίϐουν ή αλλάζουν
ταχύτητα. ∆ηλαδή, είναι καµπύλες γ µε:

D

dt

dγ

dt
≡ 0

Τώϱα είµαστε σε ϑέση να διερευνήσουµε την έννοια της καµπυλότητας. Υπενθυµί-
Ϲουµε ότι στη γεωµετϱία των επιφανειών S ⊆ R3, κοµβικό ϱόλο παίϹει ο τελεστής σχή-
µατος:

Sp : TpS → TpS, Sp(u) = −(∇Y n̂)p = −u1∂n̂
∂x

− u2
∂n̂

∂y

όπου το Y είναι διανυσµατικό πεδίο µε Y (p) = u και n̂ το µοναδιαίο κάθετο διανυσ-
µατικό πεδίο. Ο τελεστής σχήµατος δίνει, επίσης, τη δεύτεϱη ϑεµελιώδη µοϱϕή στις
επιϕάνειες, µέσω του τύπου:

II(u, v) = ⟨Sp(u), v⟩n̂
η οποία οϱίϹεται από τον πίνακα: (

L M
M N

)
όπου:

L = −
≠
∂n̂

∂x
,
∂φ−1

dx

∑
, M = −

≠
∂n̂

∂x
,
∂φ−1

dy

∑
, N = −

≠
∂n̂

∂y
,
∂φ−1

dy

∑
Το ϑεώϱηµα που ϑα ακολουϑήσει, ϑα δικαιολογήσει τον οϱισµό της καµπυλότητας

Riemann. ΥπενϑυµίϹουµε, επίσης, την πϱώτη ϑεµελιώδη µοϱϕή:

I(u, v) = ⟨u, v⟩
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που οϱίϹεται από τον πίνακα: (
E F
F G

)
όπου:

E =

≠
∂φ−1

∂x
,
∂φ−1

∂x

∑
, F =

≠
∂φ−1

∂x
,
∂φ−1

∂y

∑
, G =

≠
∂φ−1

∂y
,
∂φ−1

∂y

∑
Θεώϱηµα 2.7 (Συσχέτιση της καµπυλότητας µε τη µετάϑεση των συνοχών). ΄Εστω S ⊆
R3

µία επιϕάνεια. Ισχύουν τα εξής δύο:

LN −M2 = ⟨∇E1∇E2E2 −∇E2∇E1E2, E1⟩

και:

EG − F 2 = ⟨E1, E1⟩⟨E2, E2⟩ − ⟨E1, E2⟩2

Κατά συνέπεια, η καµπυλότητα Gauss γίνεται:

K =
LN −M2

EG − F 2
=

⟨∇E1∇E2E2 −∇E2∇E1E2, E1⟩
⟨E1, E1⟩⟨E2, E2⟩ − ⟨E1, E2⟩2

Το παϱαπάνω ϑεώϱηµα υποδεικνύει ότι η ποσότητα:

∇X∇YZ −∇Y∇XZ

είναι σηµαντική για τη µελέτη της καµπυλότητας. Αυτό λοιπόν που ϑα µας απασχολήσει
είναι το µέτϱο του πόσο µετατίϑενται οι συνοχές, πϱοκειµένου να κατανοήσουµε τη
καµπυλότητα. Μάλιστα, για εντελώς τεχνικούς λόγους, ϑα µελετήσουµε την:

∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

Αυτό δεν αλλάϹει τη διαίσϑηση, αϕού ούτως ή άλλως ∇[E1,E2]E2 = 0 και:

∇E1∇E2E2 −∇E2∇E1E2 = ∇E1∇E2E2 −∇E2∇E1E2 −∇[E1,E2]E2

Οϱισµός 2.16 (Καµπυλότητα Riemann). ΄Εστω (M, g) µία πολλαπλότητα Riemann.

ΟϱίϹουµε την καµπυλότητα Riemann:

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

Επίσης, ϑα οϱίσουµε έναν ακόµη τελεστή που έχει σχέση µε τη καµπυλότητα, που συχνά

επίσης καλείται καµπυλότητα Riemann.

Rm(X, Y, Z,W ) = ⟨R(X, Y )Z,W ⟩

Με αυτούς τους οϱισµού, µποϱεί να οϱιστεί η τµηµατική καµπυλότητα Gauss ως
πϱος τα επίπεδα Pp = span{X(p), Y (p)}:

K(P) =
Rm(X, Y, Y,X)

⟨X,X⟩⟨Y, Y ⟩ − ⟨X, Y ⟩2

Ιδιαιτέϱως, ϑα µας απασχολήσει και η µέση καµπυλότητα εµφυτευµένων υποπολ-
λαπλοτήτων, στο ϑεώϱηµα των Pacard-Ritoré. Η εµφάνιση της µέσης καµπυλότητας
έγκειται στο γεγονός ότι οι ελαχιστικές επιϕάνειες είναι αυτές ακϱιϐώς που έχουν µέση
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καµπυλότητα µηδέν. Ο ορισµός της µέσης καµπυλότητας (ως διάνυσµα), τουλάχιστον
στην πεϱίπτωση των επιφανειών, έχει ως εξής:

H(p) =
1

2

(
II
(
E1(p), E1(p)

)
+ II

(
E2(p), E2(p)

))
∈ T⊥

p S (2.4)

Γενικά, εάν η εµφυτευµένη υποπολλαπλότηταM ⊆ M είναι διάστασης n και συνδιάσ-
τασηςN , µποϱούµε να εκµεταλευτούµε τη σχέση (2.4) και να δώσουµε τον οϱισµό που ϑα
ακολουθήσει, αϕού πϱώτα ορίσουµε τη δεύτεϱη ϑεµελιώδη µοϱϕή σε τυχούσα συνδιάσ-
ταση.

΄Οσον αϕοϱά τη δεύτεϱη ϑεµελιώδη µοϱϕή στις επιϕάνειες, έχουµε οϱίσει:

II(u, v) = ⟨Sp(u), v⟩ = −⟨(∇Y n̂)p, v⟩n̂, Y (p) = u

Από γεωµετϱικής άποψης υπάϱχει µία καλύτεϱη µοϱϕή του ίδιου οϱισµού, που ϑα
δούµε αµέσως. Θεωϱούµε Y, V δύο διανυσµατικά πεδία µε Y (p) = u, V (p) = v και από
τον κανόνα του Leibnitz:

II(u, v) = −⟨(∇Y n̂)p, v⟩n̂ = −u⟨n̂, v⟩n̂+ ⟨n̂, (∇Y V )p⟩n̂

Ο πϱώτος όϱος είναι µηδέν, αϕού v⊥n̂. Ο δεύτεϱος είναι ακϱιϐώς η πϱοϐολή π⊥(∇Y V )p,
στον κάϑετο χώϱο T⊥

p S. ∆ηλαδή:

II(u, v) = π⊥(∇Y V )p, Y (p) = u, V (p) = v

Οϱισµός 2.17 (∆εύτεϱη ϑεµελιώδης µοϱϕή και µέση καµπυλότητα). ΄Εστω µία εµφυ-

τευµένη υποπολλαπλότητα M ⊆ M είναι διάστασης n και συνδιάστασης N . Ορίζουµε τη

δεύτεϱη ϑεµελιώδη µοϱϕή:

II(u, v) = π⊥(∇Y V )p, Y (p) = u, V (p) = v

όπου π⊥
είναι η πϱοϐολή στον κάϑετο χώϱο T⊥

p M. ΟϱίϹουµε επίσης τη µέση καµπυλότητα:

H(p) =
1

n

∑
k

II
(
Ek(p), Ek(p)

)
∈ T⊥

p M

H(p)

΄Ενα τελευταίο είδος καµπυλότητας που ϑα µας απασχολήσει είναι η καµπυλότητα
Ricci. Επειδή η καµπυλότητα Ricci προϋποθέτει την έννοια του ίχνους, ϑα ασχολ-
ηθούµε πϱώτα µε αυτό. Επί τη ευκαιρία, επειδή οι έννοιες της απόκλισης ∇· και της
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Laplace-ιανής ∆ ορίζονται µέσω του ίχνους, πϱιν την καµπυλότητα Ricci είναι λογικό να
παρεµβληθούν οι ορισµοί τους ως δύο χϱήσιµες εφαρµογές.

Η ιδέα για τον οϱισµό του ίχνους έϱχεται από την εξής απλή παϱατήϱηση: Εάν A
είναι µία γϱαµµική συνάϱτηση µε:

A(x, y) =

(
α β

γ δ

)(
x

y

)

τότε:

Tr(A) = α + δ =

〈(
α β

γ δ

)(
1

0

)
,

(
1

0

)〉
+

〈(
α β

γ δ

)(
0

1

)
,

(
0

1

)〉

Οϱισµός 2.18 (΄Ιχνος). ΄Εστω (M, g) µία πολλαπλότητα Riemann. Εάν A είναι ένας

τελεστής µε Ap : TpM → TpM, οϱίϹουµε:

Tr(Ap) =
∑
k

⟨ApEk(p), Ek(p)⟩

Με το ίχνος µποϱεί να οϱιστεί άµεσα ο τελεστής της απόκλισης, εϕοϱµώντας από τον
γνωστό τύπο του απειϱοστικού λογισµού ∇·f =

∑
k ∂f/∂xk =

∑
k⟨(∇f)ek, ek⟩.

Οϱισµός 2.19 (Απόκλιση). ΄Εστω (M, g) µία πολλαπλότητα Riemann και Y ένα διανυσ-

µατικό πεδίο. Ορίζουµε την απόκλιση:

∇g·Y = Tr(∇♢Y ) = Tr(X 7→ ∇XY ) =
∑
k

⟨∇Ek
Y,Ek⟩

(ή απλά ∇·Y , εάν η µετϱική υπονοείται).

Επίσης, µποϱεί να οϱιστεί η Laplace-ιανή, που καλείται τελεστής Laplace-Beltrami.
Η ιδέα πίσω από τον οϱισµό είναι η σχέση ∇·∇ = ∆, και πϱοϋποϑέτει την ύπαϱξη του
τελεστή της κλίσης. Σηµειώνουµε ότι η συνήϑης γϱαϕή της κλίσης είναι grad f αντί
του ∇f που χϱησιµοποιούµε στον απειϱοστικό λογισµό. Παϱόλα αυτά, ϑεωϱούµε ότι
δεν ϑα υπάϱξει σύγχυση, εάν χϱησιµοποιήσουµε τον συµϐολισµό ∇f , και ότι ϑα είναι
ευκολότεϱη εποπτικά η σύνδεση των τύπων µε τον απειϱοστικό λογισµό.

Οϱισµός 2.20 (Κλίση και ο τελεστής Laplace-Beltrami). ΄Εστω (M, g) µία πολλαπλότητα

Riemann και f ∈ C∞(M;R). Ορίζουµε την κλίση ∇f (ασυνήϑης συµβολισµός) ως το δι-

ανυσµατικό πεδίο που ικανοποιεί τη σχέση:

⟨∇f,X⟩p = X(p)(f), για κάϑε διανυσµατικό πεδίο X

Επίσης οϱίϹουµε τον τελεστή Laplace-Beltrami:

∆gf = ∇g·∇f = Tr ∇♢(∇f) = Tr(X 7→ ∇X∇f) =
∑
k

⟨∇Ek
∇f, Ek⟩

(ή απλά ∆f , εάν η µετϱική υπονοείται).

Μάλιστα, ο τελεστής Laplace-Beltrami οϱίϹεται και µε λιγότεϱη οµαλότητα. Με αυτόν
τον οϱισµό µποϱούµε να κατανοήσουµε τους όϱους τις εξίσωσης ∆u−Wu(u) = 0 σε µία
πολλαπλότητα Riemann.
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Φυσικά δεν πϱέπει να ξεχνάµε τον στόχο µας, που είναι ο οϱισµός της καµπυλότητας
Ricci. Η καµπυλότητα Ricci ήταν ένα από τα ϐασικά µαϑηµατικά εϱγαλεία που οδήγησε
τελικά στη λύση της εικασίας του Poincaré2, από τη δουλειά των Hamilton και Perelman.

∆εν ϑα αναλύσουµε τη διαισϑητική και γεωµετϱική εϱµηνεία του τελεστή Ricci. Θα
αναϕέϱουµε µονάχα ότι η ιδέα είναι η πεϱιγϱαϕή της παϱαµόϱϕωσης ενός σχήµατος,
καϑώς κινείται σε γεωδαισιακές.

Οϱισµός 2.21 (Καµπυλότητα Ricci). ΄Εστω (M, g) µία πολλαπλότητα Riemann. Ορί-

Ϲουµε τη καµπυλότητα Ricci:

Ric(Y, Z) = Tr
(
R(♢, Y )Z

)
= Tr

(
X 7→ R(X, Y )Z

)
=
∑
k

⟨R(Ek, Y )Z,Ek⟩

2.2.4 Ασϑενείς και πολύ ασϑενείς έννοιες διαϕοϱισιµότητας

Στη συνέχεια ϑα µελετήσουµε µία έννοια ασθενούς παϱαγώγισης, µε την οποία ϑα
διευρύνουµε το σύνολο των ‘‘παραγωγίσιµων’’ συναϱτήσεων. Σηµειώνουµε ότι σε όλα τα
παϱακάτω, οι πολλαπλότητες Riemann ϑα συνοδεύονται µε το επιφανειακό τους µέτϱο
dσ, και ϑα είναι πλήϱεις. Σε πεϱίπτωση που υπάρχει εµφυτευµένη υποπολλαπλότητα, το
επιφανειακό της µέτϱο ϑα συµβολίζεται µε dS. Πληροφορίες σχετικά µε την ολοκλήρωση
στις πολλαπλότητες (και γιατί η δοµή Riemann είναι αναγκαία) µποϱούν να ϐρεθούν στα
[Bo86], [Fr24].

΄Εστω (M, g) µία πολλαπλότητα Riemann και Ω ⊆ M ανοικτό σύνολο. Θεωϱούµε
µία συνάϱτηση f : M → R. Η γενίκευση που ϑα δώσουµε για τον οϱισµό των παϱαγώγων
στηϱίϹεται στο ϑεώϱηµα της απόκλισης. Για κάϑε φ ∈ C∞

c (Ω;R), εάν υπάϱχει αϱκετή
οµαλότητα στην f , έχουµε ότι:∫

Ω

∇·(fφEi) dσ =

∫
∂Ω

⟨fφEi, n̂⟩ dS =

∫
∂Ω

fφn̂i dS

κι επειδή φ ∈ C∞
c (Ω;R):∫

Ω

∇·(fφEi) dσ =

∫
Ω

Ei(f)φ dσ +

∫
Ω

fEi(φ) dσ = 0

δηλαδή: ∫
Ω

Ei(x)(f)φ(x) dσ(x) = −
∫
Ω

f(x)Ei(x)(φ) dσ(x) (2.5)

Η ιδέα ϕυσικά της εξίσωσης (2.5) είναι η µεταϕοϱά της παϱαγώγου από την f στη φ.
Αυτή η σχέση µποϱεί να οδηγήσει στον οϱισµό µίας ασϑενούς έννοιας παϱαγώγισης για
συναϱτήσεις f ∈ L1

loc(Ω).

Οϱισµός 2.22 (Ασθενείς παράγωγοι και χώϱοι Sobolev). ΄Εστω (M, g) µία πολλαπλότητα

Riemann και Ω ⊆ M ανοικτό σύνολο. Θεωρούµε µία συνάϱτηση f ∈ L1
loc(Ω). Λέµε ότι η

f έχει ασθενή παράγωγο εάν για κάϑε φ ∈ C∞
c (Ω;R) ισχύει:∫

Ω

Vi,fφ dσ = −
∫
Ω

fEi(φ) dσ

για κάποια συνάϱτηση Vi,f ∈ L1
loc(Ω;R). Το σύνολο των Lp(Ω)−συναϱτήσεων που έχουν

Lp(Ω) ασϑενείς παϱάγωγους λέγεται χώϱος Sobolev−(1, p) και συµϐολίϹεται µε W 1,p(Ω).

2Η εικασία, που πλέον είναι ϑεώϱηµα, είναι σε γενικές γϱαµµές η εξής: Κάϑε τοπολογική πολλαπλότητα
διάστασης 3 χωϱίς σύνοϱο, που είναι συµπαγής, συνεκτική και έχει τετϱιµµένη ϑεµελιώδη οµάδα, είναι
οµοιοµοϱϕική µε την S2.
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Σηµείωση: Ιδίως στην πεϱίπτωση όπου p = 2, συµϐολίϹουµε W 1,2(Ω) = H1(Ω).

Μία εύκολη παϱατήϱηση είναι ότι η έννοια της ασθενούς παραγώγου είναι µοναδική.
Μία όχι τόσο εύκολη παϱατήϱηση είναι ότι υπάρχουν εξαιρετικά ιδιάζουσες συναρτή-
σεις (για παϱάδειγµα, µε άπειϱους αριθµήσιµους πυκνούς πόλους) που είναι ασθενώς
παραγωγίσιµες [Ev10].

Ο οϱισµός των χώϱων Sobolev ϑα µποϱούσε να δοϑεί και µε µία έννοια ασϑενούς
κλίσης. Η ιδέα πίσω από τον οϱισµό είναι και πάλι το ϑεώϱηµα της απόκλισης: Εάν η f
είναι µία αϱκετά οµαλή συνάϱτηση, τότε για κάϑε διανυσµατικό πεδίοX ∈ C∞

c (Ω;TM):∫
Ω

∇·(fX) dσ =

∫
∂Ω

f⟨X, n̂⟩ dS = 0

Επιπλέον: ∫
Ω

∇·(fX) dσ =

∫
Ω

∑
k

⟨∇Ek
(fX), Ek⟩ dσ

=

∫
Ω

∑
k

f⟨∇Ek
X,Ek⟩+

∑
k

⟨Ek(f)X,Ek⟩ dσ

=

∫
Ω

f∇·X dσ +

∫
Ω

∑
k

⟨X,Ek(f)Ek⟩ dσ

κι από τον οϱισµό της κλίσης, ⟨∇f, Ek⟩ = Ek(f), οπότε:∫
Ω

f∇·(fX) dσ =

∫
Ω

f∇·X dσ +

∫
Ω

∑
k

〈
X, ⟨∇f, Ek⟩Ek

〉
dσ

=

∫
Ω

f∇·X dσ +

∫
Ω

⟨X,∇f⟩ dσ

Κατά συνέπεια: ∫
Ω

⟨∇f,X⟩ dσ = −
∫
Ω

f∇·X dσ

Μποϱούµε, όπως πϱιν, να οϱίσουµε την έννοια της ασϑενούς κλίσης ως το (όχι κατ’
ανάγκη οµαλό) διανυσµατικό πεδίο Df για το οποίο:∫

Ω

⟨Df,X⟩ dσ = −
∫
Ω

f∇·X dσ, για κάϑε X ∈ C∞
c (Ω;TM) (2.6)

Μία ακόµα ασθενέστερη έννοια κλίσης είναι η κλίση µε την έννοια της κατανοµής.
΄Ενας τϱόπος η σχέση (2.6) να γενικευτεί ακόµα περισσότερο είναι να παρατηρήσουµε ότι
η
∫
Ω
⟨Df,X⟩ dσ είναι στην ουσία ένα συναρτησοειδές, από τον χώϱο των οµαλών διανυσ-

µατικών πεδίων µε συµπαγή ϕοϱέα, πϱος το R. ∆ηλαδή, υπάρχει ένα συναρτησοειδές3

TDf ∈ C∞
c (Ω;TM)′ ούτως ώστε:

TDf (X) = −
∫
Ω

f∇·X dσ, X ∈ C∞
c (Ω;TM)

Με αυτές τις ιδέες, ο ακόλουϑος οϱισµός είναι λογικός.

3Με τόνο συµϐολίϹεται ο δυϊκός χώϱος στη ϑεωϱία κατανοµών.
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Οϱισµός 2.23 (Κλίση µε την έννοια της κατανοµής). ΄Εστω (M, g) µία πολλαπλότητα

Riemann και Ω ένα ανοικτό υποσύνολό της. ΄Εστω επίσης f ∈ L1
loc(Ω). Λέµε ότι η f

έχει κλίση µε την έννοια της κατανοµής εάν υπάϱχει συναϱτησοειδές TDf ∈ C∞
c (Ω;TM)′

ούτως ώστε για κάϑε X ∈ C∞
c (Ω;TM) να έχουµε:

TDf (X) = −
∫
Ω

f∇·X dσ

ΣυµϐολίϹουµε καταχϱηστικά:

TDf (X) =

∫
Ω

⟨Df,X⟩ dσ

απλώς για να υπάρχει οµοιότητα µε την εξίσωση (2.6). Κατά τ’ άλλα η ισότητα µε ολοκ-

λήρωµα πιθανότατα δεν έχει νόηµα και δεν µποϱεί να επιτευχθεί.

Σηµειώνουµε, τέλος, ότι υπάϱχει µία έννοια εγκλεισµού C∞
c (Ω;TM) ⊆ C∞

c (Ω;TM)′

(ή οϱϑότεϱα C∞
c (Ω;TM) ↪→ C∞

c (Ω;TM)′), µε τον εξής τϱόπο: Κάϑε Y ∈ C∞
c (Ω;TM)

αντιστοιχεί στο συναϱτησοειδές:∫
Ω

⟨♢, Y ⟩ dσ : C∞
c (Ω;TM) → R

2.3 Ελαχιστικές (υπεϱ-) επιϕάνειες

2.3.1 Η πϱώτη µεταϐολή του εµϐαδού

Οι ελαχιστικές υπερεπιφάνειες είναι στην ουσία επιϕάνειες που τοπικά ελαχιστοποιούν
το εµβαδόν. Σε αυτήν την παράγραφο ϑα µελετήσουµε τα κϱίσιµα σηµεία του συναρτη-
σιακού του εµβαδού/όγκου και ϑα δώσουµε τον οϱισµό των ελαχιστικών υπερεπιφανειών
χρησιµοποιώντας τη µέση καµπυλότητα. Θα δούµε, δηλαδή, ότι είναι λογικό ελαχιστική
υπερεπιφάνεια να σηµαίνει εµφυτευµένη υποπολλαπλότητα διάστασης n και συνδιάσ-
τασης N µε µέση καµπυλότητα H ≡ 0.

Ας υποθέσουµε ότι (Σ, g) ⊆ (M, g) είναι µία εµφυτευµένη υποπολλαπλότητα διάσ-
τασης n και συνδιάστασηςN . Μεταβάλλοντας λίγο την Σ, µέσω κάποιας ϱοής Θ, ϑέλουµε
το εµβαδόν/όγκος να µην αυξάνεται. Θέλουµε, δηλαδή:

Hn(Σ) ⩽ Hn
(
Θt(Σ)

)
το οποίο σηµαίνει ότι το συναϱτησιακό του όγκου έχει τοπικό ελάχιστο. ∆ηλαδή:

d

dt

∣∣∣
t=0

Hn
(
Θt(Σ)

)
= 0

Η παϱαπάνω ποσότητα συνηϑίϹεται να καλείται πϱώτη µεταϐολή του εµϐαδού/όγκου.

Η έννοια της (πϱώτης) µεταϐολής είναι συνήϑης σε πϱοϐλήµατα λογισµού µεταϐολών.
Το γενικότεϱο πλαίσιο έχει ως εξής: ΄Εστω ότι έχουµε ένα συναϱτησιακό J , από έναν
χώϱο (συνήϑως συναϱτήσεων) στο R. Μεταϐάλλοντας ως πϱος κάποια κατεύϑυνση τ τα
οϱίσµατα του J , παίϱνουµε τις διάϕοϱες συναϱτήσεις του t:

J
(
τt(f)

)
Εάν το J έχει τοπικό ακϱότατο στο f0, τότε για κάϑε µεταϐολή τ του f0:

δJ(τ) =
d

dt

∣∣∣
t=0
J
(
τt(f0)

)
= 0
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Με το επόµενο ϑεώϱηµα ϑα συσχετίσουµε την πϱώτη µεταϐολή του εµϐαδού/όγκου
µε τη µέση καµπυλότητα. Θα χϱειαστούµε µόνο, πϱιν τη διατύπωσή του, την έννοια της
εϕαπτόµενης απόκλισης. Με τον συµϐολισµό ∇g = ∇, εάν X είναι ένα διανυσµατικό
πεδίο κατά µήκος της Σ (αλλά όχι αναγκαστικά εϕαπτόµενο στην Σ), οϱίϹουµε:

∇⊤·X =
∑
Ek∥Σ

⟨∇Ek
X,Ek⟩

όπου το σύµβολο Ek ∥ Σ σηµαίνει διανυσµατικά πεδία που παράγουν τους εφαπτόµε-
νους χώϱους της Σ και είναι παϱάλληλα της Σ στα σηµεία ‘‘επαϕής’’ µε τη Σ.

Θεώϱηµα 2.8 (Η πϱώτη µεταϐολή του εµϐαδού). ΄Εστω (Σ, g) ⊆ (M, g) µία υπεϱεπιϕά-

νεια χωϱίς σύνοϱο. Θεωϱούµε Θ µία ϱοή στην M µε X = Θα ∈ C∞
c (M;TM), και Θt(Σ)

τη µεταϐολή της Σ µέσω αυτής της ϱοής. Για την πϱώτη µεταϐολή του συναϱτησιακού

του εµϐαδού/όγκου δHn(Θ) = d/dt|t=0H
n(Θt) από την κατεύϑυνση της Θ ισχύουν οι

σχέσεις:

d

dt

∣∣∣
t=0

Hn
(
Θt(Σ)

)
=

∫
Σ

∇⊤·X dS = −n
∫
Σ

⟨X,H⟩ dS

Απόδειξη. Θα δώσουµε την απόδειξη αυτού του ϑεωϱήµατος, παϱαλείποντας µεϱικές
λεπτοµέϱειες. Σε όλα τα παϱακάτω ασχολούµαστε µονάχα µε την πεϱίπτωση του ενός
χάϱτη, καϑώς για τους πεϱισσότεϱους τα επιχειϱήµατα είναι ανάλογα.

Βήµα Ι: Θα δείξουµε την ισότητα:

d

dt

∣∣∣
t=0

Hn
(
Θt(Σ)

)
=

∫
Σ

∇⊤·X dS

Εδώ ϑα υπολογίσουµε τους συντελεστές της µετϱικής ως πϱος τα εϕαπτόµενα πϱος
την Σ (και οϱϑογώνια µταξύ τους) διανυσµατικά πεδία. Οπότε, µποϱούµε να υποϑέσουµε
χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας ότι gi,j = δi,j και ∇Ek

Ek = 0 στη Σ.

Το στοιχείο του εµϐαδού/όγκου της Θt(Σ), σε συνάϱτηση µε το εµϐαδόν της Σ,
γίνεται:

dSt =

»
det(gti,j)i,j√
det(gi,j)i,j

dS

όπου gt είναι η µετϱική Riemann στη µεταϐολή Θt(Σ). Εποµένως, εάν ϑέλουµε να
υπολογίσουµε την πϱώτη µεταϐολή, πϱέπει να υπολογίσουµε την παϱάγωγο:

d

dt

∣∣∣
t=0

»
det(gti,j)i,j√
det(gi,j)i,j

η οποία στην πεϱίπτωσή µας (αϕού gi,j = δi,j, g0 = g) γίνεται:

d

dt

∣∣∣
t=0

»
det(gti,j)i,j =

1

2
»

det(g0i,j)i,j

d

dt

∣∣∣
t=0

det(gti,j)i,j =
1

2

d

dt

∣∣∣
t=0

det(gti,j)i,j

Αναπτύσσοντας την οϱίϹουσα:

det(gti,j)i,j =
n∑

k=1

gt1,k det(g
t
i,j)i ̸=1,j ̸=k



2.3 Ελαχιστικές (υπεϱ-) επιϕάνειες 41

παίϱνουµε µε παϱαγώγιση:

d

dt

∣∣∣
t=0

det(gti,j)i,j = · · · = d

dt

∣∣∣
t=0
gt1,1 +

d

dt

∣∣∣
t=0

det(gti,j)i,j = · · · =
n∑

k=1

d

dt

∣∣∣
t=0
gtk,k

Επειδή τώϱα:
d

dt

∣∣∣
t=0
gtk,k = X⟨Ek, Ek⟩ = 2⟨∇XEk, Ek⟩ = 2⟨∇Ek

X,Ek⟩

έπεται:
d

dt

∣∣∣
t=0

det(gti,j)i,j =
∑
Ek∥Σ

⟨∇Ek
X,Ek⟩ = ∇⊤·X

δηλαδή:
d

dt

∣∣∣
t=0

Hn
(
Θt(Σ)

)
=

∫
Σ

∇⊤·X dS

Βήµα ΙΙ: ϑα δείξουµε την ισότητα:∫
Σ

∇⊤·X dS = −n
∫
Σ

⟨X,H⟩ dS

Εάν γϱάψουµε X = X⊤ + X⊥, όπου το X⊤ είναι παϱάλληλο στην Σ και το X⊥

κάϑετο, τότε: ∫
Σ

∇⊤·X⊤ dS = 0

και κατά συνέπεια: ∫
Σ

∇⊤·X dS =

∫
Σ

∇⊤·X⊤ dS

Θεωϱούµε {n̂k}Nk=1 µία οικογένεια µοναδιαίων κάϑετων διανυσµατικών πεδίων στη
Σ, που παϱάγει τους κάϑετους χώϱους. Γϱάϕουµε διαδοχικά τα εξής:

∇⊤·X⊥ = ∇⊤·
(∑

k

⟨X, n̂k⟩n̂k

)

=
∑
λ

〈
∇Eλ

∑
k

⟨X, n̂k⟩n̂k, Eλ

〉
=
∑
k,λ

〈
Eλ⟨X, n̂k⟩n̂k + ⟨X, n̂k⟩∇Eλ

n̂k, Eλ

〉
=
∑
k,λ

⟨X, n̂k⟩⟨∇Eλ
n̂k, Eλ⟩

Επειδή όµως:

⟨∇Eλ
n̂k, Eλ⟩ = Eλ⟨n̂k, Eλ⟩ − ⟨n̂k,∇Eλ

Eλ⟩ = −⟨n̂k,∇Eλ
Eλ⟩n̂k

έχουµε:

∇⊤·X⊥ = −
∑
k,λ

⟨X, n̂k⟩⟨∇Eλ
Eλ, n̂k⟩

= −
∑
k

⟨X, n̂k⟩

〈∑
λ

∇Eλ
Eλ, n̂k

〉

= −
∑
k

〈
⟨X, n̂k⟩n̂k,

〈∑
λ

∇Eλ
Eλ, n̂k

〉
n̂k

〉
= −n⟨X,H⟩
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΄Ετσι λοιπόν: ∫
Σ

∇⊤·X dS = −n
∫
Σ

⟨X,H⟩ dS

Από το Θεώϱηµα 2.8 έχουµε ως πόϱισµα την εξής πϱόταση, που συνδέει την τοπική
ελαχιστοποίηση του εµϐαδού/όγκου µε τη µέση καµπυλότητα.

Πϱόταση 2.4 (Τοπική ελαχιστοποίηση και µέση καµπυλότητα). ΄Εστω (Σ, g) ⊆ (M, g)
µία υπεϱεπιϕάνεια χωϱίς σύνοϱο. Θεωϱούµε τις εξής τϱεις συνϑήκες:

i. Για κάϑε ανοικτό U ⋐ M, U ∩ Σ ⋐ Σ και για κάϑε µεταϐολή N µε U ∩N ⋐ N,

Σ\U = N\U , έχουµε:

Hn(Σ) ⩽ Hn(N)

∆ηλαδή, εάν µεταϐάλλουµε µία µικϱή πεϱιοχή U ∩ Σ της Σ, το εµϐαδόν/ο όγκος

πάντα αυξάνεται.

ii. Ισχύει: ∫
Σ

∇⊥·X dS = 0

για κάϑε µεταϐολή Θ της Σ µε X = Θα ∈ C∞
c (M;TM).

iii. Στην Σ έχουµε H ≡ 0.

iv. Το συναϱτησιακό το εµϐαδού έχει κϱίσιµο σηµείο στο Σ.

Ισχύουν τότε οι συνεπαγωγές i. ⇒ ii. ⇔ iii. ⇔ iv.

Οϱισµός 2.24 (Ελαχιστικές υπερεπιφάνειες). ΄Εστω (Σ, g) µία εµφυτευµένη υποπολ-

λαπλότητα στην (M, g). Θα λέµε ότι η Σ είναι ελαχιστική υπερεπιφάνεια εάν H ≡ 0
στο Σ\bdΣ. Σύµφωνα µε την Πρόταση 2.4, οι ελαχιστικές υπερεπιφάνειες είναι κϱίσιµα

σηµεία του συναρτησιακού του εµβαδού/όγκου.

2.3.2 Ολοµοϱϕική αναπαϱάσταση και µεϱικά παϱαδείγµατα
ελαχιστικών επιϕανειών

Από εδώ και στο εξής ϑα πεϱιοϱίσουµε τη µελέτη µας σε επιϕάνειες Σ (όχι κατ’ ανάγκη
εµϕυτευµένες) στον Rn, n ⩾ 2, ή ιδιαιτέϱως στον R3, που έχουν παϱαµετϱική µοϱϕή.
Μας ενδιαϕέϱουν δηλαδή επιϕάνειες της µοϱϕής Σ = {f(x, y)}, (x, y) ∈ Ω ⊆ R2.

Θα δείξουµε ότι υπάϱχει µία σχέση µεταξύ των παϱαµετϱικών ελαχιστικών επιϕανειών
και των πϱαγµατικών/ϕανταστικών µεϱών κάποιων ολόµοϱϕων συναϱτήσεων. Πϱώτα
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χϱειαϹόµαστε την ακόλουϑη τεχνική πϱόταση, που µποϱεί να ϐϱεϑεί µε την απαϱαίτητη
λεπτοµέϱεια στο [Sc15].

Σηµείωση: Η παϱακάτω µοϱϕή της Laplace-ιανής είναι η αναµενόµενη γενίκευση,
κατά συντεταγµένες.

Πϱόταση 2.5. ΄Εστω (Σ, g) = ({f(x, y)}, g), f : Ω → Rn
, µία παϱαµετϱική (εµβαπ-

τισµένη) επιϕάνεια στον Rn
. Από τη µετϱική της Σ πϱοκύπτει µε ϕυσιολογικό τϱόπο µία

µετϱική στο Ω, έστω γ. Τότε:

i. ΄Εχουµε:

∆γf = nH

ii. Ειδικότεϱα, η Σ είναι παϱαµετϱική ελαχιστική επιϕάνεια εάν και µόνο αν ∆γf ≡ 0.

iii. ΄Εχουµε:

∆f = n
»

det(gi,j)i,jH

iv. Ειδικότεϱα, η Σ είναι παϱαµετϱική ελαχιστική επιϕάνεια εάν και µόνο αν ∆f ≡ 0.

Επίσης, υπενϑυµίϹουµε ότι µία παϱαµέτϱιση f της Σ λέγεται σύµµοϱϕη εάν:∣∣∣∣ ∂f∂xi
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∂f∂xj

∣∣∣∣ και
≠
∂f

∂xi
,
∂f

∂xj

∑
= 0, i ̸= j

Θεώϱηµα 2.9 (Ολοµορφική αναπαράσταση). ΄Εστω Σ = {f(x, y)} µία σύµµορφη παϱα-

µετϱική επιϕάνεια στον Rn
µε f : Ω → Rn

, και απλά συνεκτικό Ω ⊆ R2
. Η Σ είναι

παϱαµετϱική ελαχιστική επιϕάνεια εάν και µόνο αν f = ℜh για κάποια µη-σταϑεϱή ολό-

µορφη συνάϱτηση h : Ω → Cn
µε:

n∑
k=1

Å
∂ℜhk
∂x

+ i
∂ℑhk
∂x

ã2
≡ 0 στο Ω

Επιπλέον, η Σ∗ = {ℑh(x, y)} είναι παϱαµετϱική ελαχιστική επιϕάνεια, που λέγεται

συϹυγής της Σ.

Απόδειξη. Η απόδειξη ϑα γίνει σε ϐήµατα.

Βήµα Ι: Θα δείξουµε αϱχικά ότι:

∆f ≡ 0 στο Ω ⇔ f = ℜh, h : Ω → Cn ολόµοϱϕη. (2.7)

(⇒) Εδώ ουσιαστικά χϱειάϹεται, δεδοµένης της f , να ϐϱεϑεί συνάϱτηση g ούτως ώστε
οι εξισώσεις Cauchy-Riemann να αληϑεύουν. ∆ηλαδή, χϱειάϹεται:

∂gk
∂x

= −∂fk
∂y

∂gk
∂y

=
∂fk
∂x

Αυτό σηµαίνει ότι υπάϱχει διανυσµατικό πεδίο Gk = (gk, gk) µε κλίση:

∇Gk =

Å
−∂fk
∂y

,
∂fk
∂x

ã
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δηλαδή υπάρχει το δυναµικό του Fk = (−∂fk/∂y, ∂fk/∂x). ΄Αϱα, για κάϑε απλά συνεκ-
τικό σύνολο B:

0 =

∫
∂B

⟨∇Gk, dℓ⟩ =
∫
∂B

−∂fk
∂y

dx+
∂fk
∂x

dy =

∫
B

∂

∂x

∂fk
∂x

− ∂

∂y

Å
−∂fk
∂y

ã
dA =

∫
B

∆fk dA

(από το ϑεώϱηµα του Green). Οι παϱαπάνω υπολογισµοί δείχνουν ότι µία ικανή και
αναγκαία συνϑήκη για την ύπαϱξη της g είναι η ∆f ≡ 0.

(⇐) Η άλλη κατεύϑυνση µποϱεί να αποδειχϑεί µε τις εξισώσεις Cauchy-Riemann.

Βήµα ΙΙ: ΄Επειτα ϑα δείξουµε ότι αν h = f + ig, µε την h να είναι ολόµοϱϕη, η f
είναι σύµµοϱϕη. ΄Εχουµε:

n∑
k=1

Å
∂ℜhk
∂x

+ i
∂ℑhk
∂x

ã2

≡ 0 ⇔
n∑

k=1

Å
∂fk
∂x

+ i
∂gk
∂x

ã2
≡ 0

⇔
∣∣∣∣∂f∂x

∣∣∣∣2 − ∣∣∣∣∂g∂x
∣∣∣∣2 + 2i ·

≠
∂f

∂x
,
∂g

∂x

∑
≡ 0

⇔
∣∣∣∣∂f∂x

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∂g∂x
∣∣∣∣ και

≠
∂f

∂x
,
∂g

∂x

∑
= 0

⇔
∣∣∣∣∂f∂y

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∂f∂y
∣∣∣∣ και

≠
∂f

∂x
,
∂f

∂y

∑
= 0

Η τελευταία συνθήκη είναι ακϱιϐώς αυτή που εξασφαλίζει ότι η f είναι σύµµορφη
παϱαµέτϱηση.

Τέλος, η Σ∗ = {ℑh(x, y)} είναι κι αυτή σύµµορφη παϱαµετϱική ελαχιστική επιϕάνεια,
αϕού ℑh = ℜ(−ih).

Με το Θεώϱηµα 2.9 µποϱούµε να δώσουµε µεϱικά παϱαδείγµατα σύµµοϱϕων παϱα-
µετϱικών ελαχιστικών επιϕανειών.

Το πϱώτο παϱάδειγµα είναι το κατενοειδές (ή αλυσοειδής επιϕάνεια). Εάν:

h(z) = α

Ü
cosh z

i · sinh z
z

ê
, α ∈ R

τότε:
3∑

k=1

Å
∂ℜhk
∂x

+ i
∂ℑhk
∂x

ã2
≡ 0

κι άϱα η f = ℜh είναι σύµµοϱϕη παϱαµετϱική ελαχιστική επιϕάνεια. Μάλιστα εάν
χϱησιµοποιήσουµε τις σχέσεις:

cosh(x+ iy) = cosh x cos y + i sinhx sin y

sinh(x+ iy) = sinhx cos y + i coshx sin y

πϱοκύπτει η παϱαµέτϱηση:

f(x, y) = α

Ü
coshx cos y

− coshx sin y

x

ê
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Το δεύτεϱο παϱάδειγµα είναι το συϹυγές του πϱώτου, δηλαδή το ελικοειδές. Η g = ℑh
είναι σύµµοϱϕη παϱαµετϱική ελαχιστική επιϕάνεια, κι όπως πϱιν µποϱούµε να δείξουµε
ότι:

g(x, y) = α

Ü
sinhx sin y

sinhx cos y

y

ê
Τέλος, ένα ανεξάϱτητο παϱάδειγµα (που είναι ενδιαφέρον λόγω της ύπαϱξης αυτο-

τοµών και της µη-πϱοσανατολισιµότητας) είναι η επιϕάνεια του Henneberg. Εδώ έχουµε:

h(z) =

Ü
−1 + cosh(2z)

−i
(
cosh z + 1 cosh(3z)/3

)
− sinh z + sinh(3z)/3

ê
και f = ℜh. Σε πϱαγµατικές συντεταγµένες:

f(x, y) =

Ü
−1 + cosh(2x) cos(2y)

sinhx sin y + sinh(3x) sin(3y)/3

− sinhx cos y + sinh(3x) cos(3y)/3

ê

Εικόνα 2.1: Το κατενοειδές

Εικόνα 2.2: Το ελικοειδές
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Εικόνα 2.3: Η επιϕάνεια του Henneberg

2.4 Η ενέϱγεια της Allen-Cahn και σύνολα
πεπεϱασµένης πεϱιµέτϱου

2.4.1 Φϱαγµένη κύµανση και πεϱίµετϱος

Για τη Γ−σύγκλιση του συναϱτησιακού της πεϱιµέτϱου στο συναϱτησιακό της ενέϱγειας,
αλλά ακόµη και για τον οϱισµό της πεϱιµέτϱου χϱειαϹόµαστε την έννοια της κύµανσης

Στις πϱαγµατικές συναϱτήσεις η έννοια της κύµανσης σχετίϹεται µε την διαδϱοµή
που διανύει το γϱάϕηµα µίας συνάϱτησης στον κατακόϱυϕο άξονα. ∆ηλαδή, η ολική
κύµανση σχετίϹεται µε την ποσότητα: ∫ ∣∣∣∣ dfdx

∣∣∣∣ dx
αϕού, πολύ πϱόχειϱα, η ποσότητα |df | = |df/dx| · dx είναι το µέτϱο του κατακόϱυϕου
άξονα. Για την γενική πεϱίπτωση, η αντίστοιχη ποσότητα είναι η:∫

Ω

|∇f | dσ

Εµείς ϑα ασχοληθούµε µε την έννοια της περιµέτρου σε ένα πλαίσιο ασθενούς δι-
αφορισιµότητας, µέσω της κλίσης µε την έννοια της κατανοµής.

ΥπενϑυµίϹουµε ότι ένα µέτϱο Borel µ λέγεται µέτϱο Radon εάν:

i. Είναι τοπικά πεπεϱασµένο.

ii. Είναι εσωτεϱικά κανονικό, δηλαδή για κάϑε ανοικτό U :

µ(U) = sup{µ(K) | K ⊆ U συµπαγές}

Οϱισµός 2.25 (Συναϱτήσεις ϕϱαγµένης κύµανσης). ΄Εστω (M, g) µία πολλαπλότητα

Riemann και Ω ⊆ M ένα ανοικτό υποσύνολο. ΄Εστω µία συνάϱτηση u ∈ L1(Ω) η οποία

έχει κλίση, µε την έννοια της κατανοµής, που αναπαϱιστάται από ένα TM−µέτϱο Radon,

µε την εξής έννοια: Υπάϱχει TM−µέτϱο Radon, που το συµϐολίϹουµε κι αυτό µεDu, ώστε

για κάϑε X ∈ C∞
c (Ω;TM): ∫

Ω

⟨X,Du⟩ = −
∫
Ω

u∇·X dσ
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Την ποσότητα ⟨X,Du⟩ κανείς µποϱεί να την ϕαντάϹεται ως ένα άϑϱοισµα µέτϱων. Εάν σε

κάϑε κατεύϑυνση υπάϱχει ένα µέτϱο Radon dµk, δηλαδή:

Du =
∑
k

dµkEk

τότε: ∫
Ω

⟨X,Du⟩ =
∑
k

∫
Ω

Xkdµk

Εάν η ολική κύµαση, δηλαδή η ποσότητα:∫
Ω

|Du| = sup

ß∫
Ω

u∇·X dσ
∣∣∣ X ∈ C∞

c (Ω;TM), ||X||L∞ ⩽ 1

™
είναι πεπερασµένη, τότε λέµε ότι η u είναι ϕραγµένης κύµανσης (ο συµβολισµός του

ολοκληρώµατος δεν είναι τυχαίος). Το σύνολο των συναϱτήσεων ϕραγµένης κύµανσης

το συµβολίζουµε µε BV(Ω). Η νόϱµα του χώϱου είναι η:

||u||BV(Ω) = ||u||L1(Ω) +

∫
Ω

|Du|

Για τα διανυσµατικά µέτϱα υπάϱχει ολόκληϱη ϑεωϱία, αλλά εµείς ϑα σταϑούµε µόνο
στην εποπτεία και τη διαίσϑηση.

Επίσης, παϱατηϱούµε ότι η ποσότητα |Du| που οϱίϹεται από την:∫
V

|Du| = sup

ß∫
V

u∇·X dσ
∣∣∣ X ∈ C∞

c (V ;TM), ||X||L∞ ⩽ 1

™
, V ⊆ Ω

είναι ένα µέτϱο Radon, πϱάγµα που δικαιολογεί τον συµϐολισµό του ολοκληϱώµατος.

Η διαίσθηση για τον οϱισµό της περιµέτρου ενός συνόλου έχει ως εξής: Ας υπ-
οθέσουµε ότι έχουµε έναν δίσκο και χρειάζεται να υπολογίσουµε την πεϱίµετϱό του.
Μποϱούµε να πάϱουµε µία διατοµή του κύκλου, που είναι δύο σηµεία, κι έπειτα δύο
‘‘συναρτήσεις’’ Dirac σε καθένα σηµείο. Στη διατοµή η ‘‘πεϱίµετϱος’’ είναι το ολοκλήρ-
ωµα: ∫

R
δ1 + δ2 dx

Εάν επαναλάϐουµε αυτή τη διαδικασία για όλες τις διατοµές, παίϱνουµε ένα συνεχές
‘‘συναϱτήσεων’’ Dirac κατά µήκος της πεϱιµέτϱου του δίσκου, κι αναµένουµε το µήκος
της να γίνεται: ∫

R
δB1(0) dA

Αυτό το συνεχές ‘‘συναϱτήσεων’’ Dirac, όπως και στη µονοδιάστατη πεϱίπτωση, πϱέπει
να έχει πϱοέλϑει από την παϱάγωγο της δείκτϱιας συνάϱτησης του δίσκου.

Οϱισµός 2.26 (Πεϱίµετϱος και σύνολα Cacciopoli). ΄Εστω E ένα Borel υποσύνολο µίας

πολλαπλότητας Riemann (M, g). ΟϱίϹουµε την πεϱίµετϱο του E όταν 1E ∈ BV(Ω), ως

εξής:

Per(E; Ω) =

∫
Ω

|D1E|

Λέµε ότι το E είναι σύνολο Cacciopoli εάν Per(E; Ω) <∞.
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Είναι σηµαντικό να διευκϱινίσουµε ότι εν γένει το µέτϱο HausdorffHn−1 του συνόϱου
∂E δεν είναι ίσο µε την πεϱίµετϱο Per του E.

Ας πεϱιοϱιστούµε πϱοσωϱινά στην πεϱίπτωση όπου Ω = Rn. Το ανηγµένο σύνοϱο
∂∗E του E είναι το σύνολο των σηµείων x για τα οποία η ποσότητα:

lim
r↘0

D1E

(
Br(x)

)
|D1E|

(
Br(x)

) ∈ Rn

έχει µέτϱο 1. Μάλιστα ισχύει ∂∗E ⊆ ∂E. Με το ακόλουϑο ϑεώϱηµα ϑα δούµε ότι η
πεϱίµετϱος του E σχετίϹεται πεϱισσότεϱο µε το ανηγµένο σύνοϱο ∂∗E, παϱά µε το ∂E.

Θεώϱηµα 2.10 (Το ϑεώϱηµα του de Giorgi). ΄Εστω E ⊆ Rn
ένα σύνολο Cacciopoli.

Ισχύει ότι:

Per(E;Rn) = Hn−1(∂∗E)

Σηµείωση: Το ϑεώϱηµα του de Giorgi έχει και γενικότεϱη διατύπωση, σε πολ-
λαπλότητες Riemann.

2.4.2 Κάτω ηµισυνέχεια και Γ−σύγκλιση

Ας υποϑέσουµε ότι έχουµε µία οικογένεια από συναϱτησιακά Jk, που συγκλίνουν σε
κάποιο άλλο, έστω J . ΄Ενα πϱόϐληµα στον λογισµό των µεταϐολών είναι το εξής: Εάν
δοϑεί µία οικογένεια {uk}k µε όϱιο u, ώστε κάϑε uk να ελαχιστοποιεί το Jk, µποϱούµε να
συµπεϱάνουµε ότι στο όϱιο το u ελαχιστοποιεί το J ; Η απάντηση είναι εν γένει αϱνητική.

Θα δούµε το ακόλουϑο παϱάδειγµα: Στον χώϱοH1
0 ([0, 1]), τωνH1−συναϱτήσεων που

έχουν µία έννοια µηδενισµού στο σύνοϱο,4 ϑεωϱούµε το συναϱτησιακό J : H1
0 ([0, 1]) →

[0,∞]:

J(u) =

∫ 1

0

(
u′(t)2 − 1

)2
dt

και οϱίϹουµε την οικογένεια των συναϱτησιακών Jk:

Jk(u) =

®
J(u), εάν u′ σταϑεϱή στα διάϕοϱα

(
i/(2k), (i+ 1)/(2k)

)
, i ⩽ 2k − 1

∞, αλλιώς

Τότε οι παϱακάτω οδοντωτές συναϱτήσεις uk αποτελούν ελάχιστα των Jk.

u1

u2
u3

Eπίσης uk → 0 (µάλιστα οµοιόµοϱϕα) και Jk(v) → J(v) σχεδόν παντού, για κάϑε
οδοντωτή ή σταϑεϱή συνάϱτηση. ΄Οµως, πϱος κακή µας τύχη, η u = 0 δεν ελαχιστοποιεί
το J(u). Το πϱόϐληµα είναι η µοϱϕή της σύγκλισης, και συγκεκϱιµένα ότι δεν έχουµε
Γ−σύγκλιση, αλλά µία άλλη.

4Γενικά η έννοια του µηδενισµού στο σύνοϱο στις W 1,p−συναϱτήσεις δεν είναι τετϱιµµένη. Μποϱείτε
να ϐϱείτε πληϱοϕοϱίες στο [Ev10].
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Οϱισµός 2.27 (Γ−σύγκλιση). ΄Εστω X ένας Hausdorff και δεύτερος (ή πρώτος) αρι-

ϑµήσιµος τοπολογικός χώϱος, και Jk : X → R µία οικογένεια συναρτησιακών στο X.

Λέµε ότι τα Jk Γ−συγκλίνουν σε ένα J : X → R εάν:

i. Υπάϱχει ασυµπτωτικό κοινό κάτω ϕϱάγµα: Για κάϑε f ∈ X και κάϑε ακολουϑία

{fk}k µε fk → f στο X, έχουµε:

J(f) ⩽ lim inf
k→∞

Jk(fk)

ii. Υπάϱχουν πϱοσεγγιστικές ακολουϑίες: Για κάϑε f ∈ X υπάϱχει ακολουϑία {fk}k
µε fk → f στον X µε:

J(x) = lim
k→∞

Jk(fk)

ή ισοδύναµα:

J(f) ⩾ lim sup
k→∞

Jk(fk)

Εάν οι Jk Γ−συγκλίνουν στην J , γϱάϕουµε:

J = Γ- lim
k→∞

Jk ή Jk
Γ−→ J

Θεώϱηµα 2.11 (Θεµελιώδες ϑεώϱηµα της Γ−σύγκλισης). ΄Εστω X Hausdorff και δεύτε-

ϱος (ή πρώτος) αριθµήσιµος τοπολογικός χώϱος, και Jk : X → R µία οικογένεια συναρτη-

σιακών στο X. Εάν Jk
Γ−→ J , J : X → R και οι fk ∈ X ελαχιστοποιούν τα Jk, τότε στο

όϱιο fk → f , το J ελαχιστοποιείται.

΄Οπως είδαµε και στο προηγούµενο παϱάδειγµα, υπάρχουν οικογένειες συναρτησι-
ακών που συγκλίνουν, µε κάποια έννοια, αλλά τα σηµεία ελαχιστοποίησής τους δεν συγ-
κλίνουν σε σηµείο ελαχιστοποίησης. Υπάρχει πίσω από αυτό το ϕαινόµενο µία εξήγηση,
που είναι η κάτω ηµισυνέχεια.

Οϱισµός 2.28 (Κάτω ηµισυνέχεια). ΄Εστω X Hausdorff και δεύτερος (ή πρώτος) αρι-

ϑµήσιµος τοπολογικός χώϱος, και J : X → R ένα συναρτησιακό. Λέµε ότι το J είναι κάτω

ηµισυνεχές εάν:

fk → f ⇒ J(f) ⩽ lim inf
k→∞

J(fk)

Ισοδύναµα, τα διάϕοϱα J−1
(
(−∞, t]

)
είναι κλειστά στον X.

Εικόνα 2.4: ΄Ενα παϱάδειγµα µίας κάτω ηµισυνεχούς συνάϱτησης (στα αϱιστεϱά) κι ένα
µίας όχι κάτω ηµισυνεχούς (στα δεξιά).

Με την παϱακάτω πϱόταση ϑα δούµε ότι το όϱιο πϱέπει οπωσδήποτε να είναι κάτω
ηµισυνεχές, εάν αποσκοπούµε σε κάποια Γ−σύγκλιση. Αυτό είναι λογικό, αν σκεϕτούµε
συναϱτησιακά που πϱοσεγγίϹουν τις Jk, και µε ελάχιστα που πλησιάϹουν το όχι κάτω
ηµισυνεχές τµήµα της J .
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Πϱόταση 2.6. ΄Εστω X Hausdorff και δεύτεϱος (ή πϱώτος) αϱιϑµήσιµος τοπολογικός

χώϱος, και συναϱτησιακά Jk : X → R, J : X → R. Εάν Jk
Γ−→ J , τότε το J είναι κάτω

ηµισυνεχές.

2.4.3 Η Γ−σύγκλιση της ενέϱγειας στην πεϱίµετϱο

Με όλα αυτά είµαστε πλέον σε ϑέση να αποδείξουµε την Γ−σύγκλιση της ενέϱγειας σε ένα
πολλαπλάσιο της πεϱιµέτϱου. Η απόδειξη ϑα χωϱιστεί σε δύο µέϱη, τα οποία οϕείλονται
στους Modica και Mortola [MM77], και µάλιστα το δεύτεϱο ϐελτιώϑηκε (στη µοϱϕή
που το αναϕέϱουµε) από τους Kohn και Stenberg [KS89]. Το πϱώτο σχετίϹεται µε το
ασυµπτωτικό κοινό κάτω ϕϱάγµα της Γ−σύγκλισης, και το δεύτεϱο µε τις πϱοσεγγιστικές
ακολουϑίες. Μάλιστα το δεύτεϱο είναι το ϑεώϱηµα που ήδη έχουµε αναϕέϱει στην
εισαγωγή.

Επίσης, ϑα χϱειαστούµε την ακόλουϑη πϱόταση:

Πϱόταση 2.7. ΄Εστω (M, g) µία πολλαπλότητα Riemann και Ω ⊆ M ανοικτό υποσύνολό

της. Εάν η ακολουϑία {uk}k του BV(Ω) ϕϱάσσεται ως εξής:

sup
k

||uk||BV(V ) = sup
k

Å
||uk||L1(V ) +

∫
V

|Duk|
ã
<∞

για κάϑε προσυµπαγές ανοικτό V στο Ω, τότε (ενδεχοµένως παίρνοντας κάποια υπακολου-

ϑία αν χϱειαστεί), υπάρχει u ∈ BVloc(Ω) ούτως ώστε:

uk
L1
loc(Ω)

−−−−→ u και

∫
V

|Du| ⩽ lim inf
k→∞

∫
V

|Duk|

για κάϑε πϱοσυµπαγές V στο Ω.

Τώϱα διατυπώνουµε και αποδεικνύουµε το πϱώτο µέϱος του ϑεωϱήµατος.

Θεώϱηµα 2.12 (Ασυµπτωτικό κοινό κάτω ϕϱάγµα για την πεϱίµετϱο). ΄Εστω (M, g) µία

πολλαπλότητα Riemann και Ω ⊆ M ανοικτό και προσυµπαγές υποσύνολό της. Υποθέ-

τουµε ότι Eε(uε; Ω) ⩽ C, C > 0, για µία ακολουθία συναϱτήσεων uε ∈ H1(Ω) ∩ L4(Ω).
Τότε υπάρχει ακολουθία εk → 0 και u0 ∈ BVloc(Ω) µε u0(Ω) ∈ {±1} dσ−σχεδόν παντού

και:

uεk
L1
loc(Ω)

−−−−→ u0, λ · Per({u0 = 1};V ) ⩽ lim inf
n→∞

Eεk(uεk ;V ), λ > 0

για κάϑε πϱοσυµπαγές ανοικτό V στο Ω. Το ϑεώϱηµα διατυπώνεται επίσης για γενικές

ακολουϑίες uεk → u0, L
1
loc(Ω).

Απόδειξη. Η απόδειξη ϑα γίνει σε ϐήµατα.

Βήµα Ι: Καϑ’ όλη τη διάϱκεια της απόδειξης, καϑοϱιστικό ϱόλο παίϹει η:

Φ(t) =

∫ t

0

»
2W (s) ds, W (t) =

1

4
(1− t2)2

Πϱώτα ϑα δείξουµε µία χϱήσιµη ανισότητα: Χϱησιµοποιώντας την 2αβ ⩽ α2 + β2,
γϱάϕουµε:

Eε(u; Ω) =

∫
Ω

ε

2
|∇u|2 + 1

ε
W (u) dσ

⩾
∫
Ω

»
2W (u)|∇u| dσ

=

∫
Ω

∣∣∇(Φ(u))∣∣ dσ (2.8)
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Βήµα ΙΙ: Είναι εύκολο κανείς να διαπιστώσει ότι |Φ(t)| ⩽ a+ bW (t), a, b > 0, κι άϱα:

Eε(uε; Ω) =

∫
Ω

ε

2
|∇uε|2 +

1

ε
W (uε) dσ ⩽ C ⇒ ||Φ(uε)||L1(Ω) ⩽M1, M1 > 0

Αυτή η ανισότητα µαϹί µε την (2.8) µας επιτϱέπουν να χϱησιµοποιήσουµε την Πϱόταση
2.7. Κατά συνέπεια, υπάϱχει Φ0 ∈ BVloc(Ω) ούτως ώστε, για µία υπακολουϑία της
{uε}ε>0:

Φ(uεk)
L1
loc(Ω)

−−−−→ Φ0 και
∫
V

|DΦ0| ⩽ lim inf
k→∞

∫
V

|D
(
Φ(uεk)

)
|

για κάϑε πϱοσυµπαγές V στο Ω. Επειδή:∫
V

∣∣D(Φ(uεk))∣∣ = ∫
V

∣∣∣»2W (uεk)∇uεk
∣∣∣ dσ ⩽

∫
V

εk
2
|∇uεk |2 +

1

εk
W (uεk) dσ

έχουµε τελικά: ∫
V

|DΦ0| ⩽ lim inf
k→∞

Eεk(uεk ;V )

Βήµα ΙΙΙ: Παϱατηϱούµε ότι η Φ έχει αντίστϱοϕο, η οποία µάλιστα είναι οµοιόµοϱϕα
συνεχής. Λόγω της οµοιόµοϱϕης συνέχειας, έπεται η κατά µέτϱο σύγκλιση των uεk στο
u0 = Φ−1(Φ0).

σ({|uεk − u0
∣∣ ⩾ δ}) = σ

({∣∣Φ−1
(
Φ(uεk)

)
− Φ−1(Φ0)

∣∣ ⩾ δ
}) k→∞−−−→ 0

Επιπλέον, από την ενέϱγεια µποϱεί κανείς να δει ότι ||uεk ||L4(Ω) ⩽ M2, M2 > 0. Εάν
λοιπόν πεϱιοϱιστούµε στα συµπαγή V στο Ω, είναι γνωστό ότι η κατά µέτϱο σύγκλιση
µαϹί µε το ϕϱάγµα στην Lp−νόϱµα (εδώ 1 < p = 4) δίνουν L1−σύγκλιση στο V . ∆ηλαδή
uεk → u0 στον L1

loc(Ω).

Βήµα IV: H u0 παίϱνει σχεδόν παντού τις τιµές ±1, αϕού µποϱούµε να γϱάψουµε:

δ2

2
σ({|u2εk − 1| ⩾ δ} ∩ V ) ⩽

∫
V

W (uεk) dσ ⩽ Cεk

για κάϑε δ > 0 και για κάϑε συµπαγές V στο Ω.

Επιπλέον έχουµε:

Φ(u0) = Φ(1)1{u0=1} + Φ(−1)1{u0=−1}

=
(
Φ(1)− Φ(−1)

)
1{u0=1} + Φ(−1)

(
1{u0=1} + 1{u0=−1}

)
=
(
Φ(1)− Φ(−1)

)
1{u0=1} + Φ(−1)1Ω

και κατά συνέπεια:∫
V

|DΦ(u0)| = λ

∫
V

|Du0| = λ · Per({u0 = 1};V )

όπου λ = Φ(1)− Φ(−1), για κάϑε πϱοσυµπαγές ανοικτό V στο Ω.

Τώϱα διατυπώνουµε και αποδεικνύουµε το δεύτεϱο µέϱος του ϑεωϱήµατος.

Θεώϱηµα 2.13 (Modica-Mortola και Kohn-Stenberg/Πϱοσεγγιστικές ακολουϑίες). ΄Ε-

στω (M, g) µία πολλαπλότητα Riemann, Ω ⊆ M ανοικτό υποσύνολό της και E ⊆ Ω
ένα σύνολο Cacciopoli στο Ω. Υπάϱχει ακολουϑία uε ∈ H1(Ω) ∩ L4(Ω) πϱοσεγγιστικών

λύσεων της Allen-Cahn µε ε (2.2), ούτως ώστε:

λ · Per(E; Ω) = lim
ε→0

Eε(uε; Ω), λ > 0

και uε → 1E − 1Ω\E στον L1(Ω). Μάλιστα, εάν το E ελαχιστοποιεί τοπικά την πεϱίµετϱο,

οι uε µποϱούν να επιλεγούν ώστε να λύνουν την εξίσωση Allen-Cahn µε ε (2.2).
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Απόδειξη. Θα σκιαγϱαϕήσουµε ένα κοµµάτι της απόδειξης, για να αποκτήσουµε µία
ιδέα.

Θα ασχοληϑούµε µε την πεϱίπτωση όπου το σύνοϱο ∂E είναι C∞, κι οπότε τότε
∂∗E = ∂E. Από το ϑεώϱηµα του de Giorgi, Hn−1(∂E) = Hn−1(∂∗E) = Per(E; Ω). Για
την γενικότεϱη πεϱίπτωση, όπου δεν υπάϱχει αϱκετή οµαλότητα, χϱειάϹεται επιδεξιότητα
µε διάϕοϱες πϱοσεγγίσεις.

ΥπενϑυµίϹουµε τη µονοδιάστατη λύση της Allen-Cahn:

h(x) = tanh(x/
√
2)

καϑώς επίσης κι ότι υπάϱχει µία µονοδιάστατη λύση της Allen-Cahn στο επίπεδο, που
είναι ένα συνεχές µονοδιάστατων τέτοιων λύσεων γύϱω από µία ευϑεία.

Η µονοδιάστατη αυτή λύση είναι ενδεικτική για τη (προσεγγιστική) µοϱϕή των λύσεων.
Υπάρχουν δηλαδή λύσεις της Allen-Cahn µε ε, που έχουν προσεγγιστικά τη µοϱϕή:

uε(x) = h(dist(x, ∂E)/ε)

όπου dist είνα η προσηµασµένη απόσταση από το σύνοϱο (δείτε στο [AFS18]). Σηµειώ-
νουµε ότι, αϕού το σύνοϱο είναι οµαλό, η συνάϱτηση της απόστασης είναι οµαλή κοντά
στο ∂E, κι επίσης |∇dist(♢, ∂E)| = 1.

ΣυµϐολίϹουµε από εδώ και στο εξής uε(x) = f(dist(x, ∂E)/ε), για µία συνάϱτηση f

που ϑα επιλεγεί στη συνέχεια. Εάν Σt = {dist(♢, ∂E) = t}, τότε για t ≈ 0 γϱάϕουµε:

Eε(uε; Ω) =

∫
Ω

1

2ε
f′(dist(x, ∂E)/ε)2 + 1

ε
W
(
f(dist(x, ∂E)/ε)

)
dσ

=

∫ εK

−εK

∫
Σt

1

2ε
f′(t/ε)2 +

1

ε
W
(
f(t/ε)

)
dSt dt

≈ Per(E,Ω)

∫ εK

−εK

1

2ε
f′(t/ε)2 +

1

ε
W
(
f(t/ε)

)
dt

= Per(E,Ω)

∫ K

−K

1

2
f′(t)2 +W

(
f(t)

)
dt

και επιλέγουµε:

f(t) =


h(t), t ∈ [−K,K]

−1, t < −K
1, t > K

οπότε:
Eε(uε; Ω) ≈ Per(E,Ω)

∫ ∞

−∞

1

2
h′(t)2 +W

(
h(t)

)
dt

Με υπολογισµό τώϱα έπεται:∫ ∞

−∞

1

2
h′(t)2 +W

(
h(t)

)
d = Φ(1)− Φ(−1) = λ

για τη συνάϱτηση Φ του Θεωϱήµατος 2.12.

Πϱοσέξτε ότι οι παϱαπάνω συναϱτήσεις uε δεν είναι κατ’ ανάγκη λύσεις της Allen-
Cahn µε ε. Η ϐελτίωση αυτού του αποτελέσµατος, που εξασϕαλίϹει ότι µποϱούν να
επιλεγούν uε που είναι λύσεις της Allen-Cahn µε ε, έγινε από τους Kohn και Stenberg
στο [KS89], στην πεϱίπτωση όπου το E ελαχιστοποιεί τοπικά την πεϱίµετϱο.
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2.5 Λύσεις της Allen-Cahn και εµϕυτευµένες
ελαχιστικές (υπεϱ-) επιϕάνειες

΄Οπως έχουµε ήδη αναϕέϱει, η ϕυσική διαίσϑηση για τη εξίσωση Allen-Cahn είναι ότι
τα υλικά κινούνται µε τϱόπο τέτοιον, ώστε να ελαχιστοποιούν την επιϕανειακή τους
τάση. Κατά συνέπεια, αναµένουµε ότι η ‘‘συνδετική’’ επιϕάνεια των υλικών είναι κοντά
σε κάποια ελαχιστική επιϕάνεια. Η πϱώτη σηµαντική ένδειξη ότι κάτι τέτοιο όντως
συµϐαίνει είναι το ϑεώϱηµα των del Pino-Musso-Pacard, στο οποίο κατασκευάϹονται
λύσεις της Allen-Cahn µε ελικοειδή συµµετϱία.

Πϱιν διατυπώσουµε αυτό το ϑεώϱηµα, ϑα αναϕέϱουµε µεϱικά που πϱοηγήϑηκαν
(στο επόµενο ϑεώϱηµα) και που τελικά οδήγησαν σε αυτό. ΄Ολα αυτά τα ϑεωϱήµατα
σχετίϹονται µε τις συµµετϱικές λύσεις της Allen-Cahn.

Θεώϱηµα 2.14 (Dang-Fife-Peletier και Gui). Στο R2
υπάϱχει λύση της Allen-Cahn της

οποίας το σύνολο µηδενισµού είναι δύο κάϑετες ηµιευϑείες, δηλαδή το σύνολο:

N = {(x, y) ∈ R2 | x > |y|}
Με παϱόµοια µέϑοδο µποϱεί να αποδειχϑεί ότι υπάϱχει λύση µε σύνολο µηδενισµού:

N = {(r cos θ, r sin θ) ∈ R2 | r > 0, |θ| < π/2k}
Με ανακλάσεις, µποϱεί να αποδειχϑεί ότι υπάϱχουν λύσεις µε διεδϱική συµµετϱία.

Με παϱόµοιες µεϑόδους αποδεικνύετα επίσης το ακόλουϑο:

Θεώϱηµα 2.15 (del Pino-Musso-Pacard). Θεωρούµε το ελικοειδές gλ σε πολικές συντε-

ταγµένες:

gλ(t, θ) =

Å
t cos θ, t sin θ,

λ

π
θ

ã
και την ελικοειδή κίνηση στο C× R κατά α:

scαλ(z, t) =

Å
eiαz, t+

λ

π
α

ã
Εάν λ > π, υπάϱχει λύση της Allen-Cahn που είναι ϕϱαγµένη, έχει σύνολο µηδενισµού

N = gλ(R2) και έχει ελικοειδή συµµετϱία, δηλαδή:

u ◦ scαλ = u, για κάϑε α ∈ R
Εάν λ ⩽ π, δεν υπάϱχουν λύσεις µε σύνολο µηδενισµού το ελικοειδές.

∆ιατυπώνουµε τώϱα το ϑεώϱηµα Pacard-Ritoré. Η πϱώτη απόδειξη αυτού του ϑεω-
ϱήµατος εµφανίστηκε στο [PR03] το 2003, και µία σηµαντικά ευκολότερη στο [Pa12] το
2012. Σηµειώνουµε ότι η απόδειξη είναι κατά κύϱια ϐάση γεωµετϱική και χρησιµοποιεί
όλα τα γεωµετϱικά αποτελέσµατα που είδαµε ως τώϱα.

Θεώϱηµα 2.16 (Pacard-Ritoré). ΄Εστω (M, g) µία συµπαγής πολλαπλότητα Riemann

διάστασης n + 1 χωϱίς σύνοϱο. ΄Εστω, επίσης, Σ ⊆ M µία µη-εκϕυλισµένη, προσανα-

τολισµένη ελαχιστική υπερεπιφάνεια διάστασης n, µε M\Σ = M+ ∪M−
, της οποίας το

κάθετο διάνυσµα (που συµφωνεί µε τον προσανατολισµό) κοιτάϹει πϱος το M+
. Υπάρχει

ε0 > 0 ώστε για κάϑε 0 < ε < ε0, υπάρχει λύση uε της εξίσωσης Allen-Cahn µε ε (2.2), µε:

uε → 1M+ − 1M−

οµοιόµοϱϕα στα συµπαγή υποσύνολα των M+
, M−

, καϑώς ε → 0. Επιπλέον, για την

ενέϱγεια έχουµε:

lim
ε→0+
ε<ε0

Eε(uε) =
1√
2
Hn(Σ)
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