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Πϱόλογος
Οι σηµειώσεις αυτές γϱάϕτηκαν ως µία εισαγωγή στην πιο γενική ϑεωρία της διαφορικής

γεωµετϱίας των πολλαπλοτήτων, των όχι αναγκαστικά εµφυτευµένων στους Rn, καθώς επίσης
και στις διαφορικές µορφές. Παϱ’ ότι δεν Ϲητείται ως προαπαιτούµενο η γνώση ϑεωρίας πολ-
λαπλοτήτων, εµείς δεν ϑα αναλύσουµε διαισθητικά τις πολλαπλότητες, καθώς δεν είναι σκοπός
µας µία εισαγωγή στις πολλαπλότητες. Ο αναγνώστης σίγουρα ϑα ϐοηθηθεί από τυχούσα
πϱοϋπάϱχουσα γνώση στις πολλαπλότητες.

Στο πϱώτο κεφάλαιο ϑα δούµε τις πολλαπλότητες µέσω της τοπολογίας, και ϑα εξάγουµε
συµπεράσµατα σχετικά µε τη διαφορισιµότητα, τις διαµερίσεις της µονάδας, καθώς επίσης ϑα
µελετήσουµε ϑεωρήµατα επέκτασης και οµαλής επέκτασης, όπως είναι αυτά που οφείλονται στον
Urisohn.

Στο δεύτεϱο κεφάλαιο ϑα µελετήσουµε τις πολλαπλότητες εφαπτοµενικά, µέσω των εφαπ-
τόµενων χώϱων και των διανυσµατικών πεδίων. Επίσης, ϑα ασχοληθούµε µε διαφορικές ϱοές και
µε το ϑεώϱηµα του Frobenius.

Στο τϱίτο κεφάλαιο ϑα εισάγουµε την έννοια των πλειογραµµικών συναϱτήσεων/τανυστών,
καθώς επίσης και των εναλλασσόντων τανυστών. Στις συναρτήσεις αυτές ϑα εισάγουµε τα τανυστι-
κά και σφηνοειδή γινόµενα, και ϑα αποδείξουµε ότι υπάρχει µοναδικό σφηνοειδές γινόµενο.
΄Επειτα, ϑα κάνουµε την κατάλληλη προετοιµασία για να οριστούν οι διαφορικές µορφές, µέσω
των συνεφαπτόµενων δεµών και των εξωτερικών αλγεβρών. Στο τέλος ϑα µελετήσουµε το δι-
αφορικό στις µορφές και τη συσχέτισή του µε τους ϐασικούς διανυσµατικούς τελεστές ∇♦,∇×
♦,∇ · ♦.

Στο τέταρτο κεφάλαιο ϑα ορίσουµε το ολοκλήρωµα των διαφορικών µορφών, στην αϱχή τοπ-
ικά, κι έπειτα σε προσανατολίσιµες πολλαπλότητες γενικά. Θα δούµε ότι η έννοια της προσανα-
τολίσιµης πολλαπλότητας είναι σηµαντική στην ολοκλήρωση των διαφορικών µορφών. Κορωνίδα
αυτού του κεφαλαίου είναι αναµφίβολα το ϑεώϱηµα του Stokes, µε το οποίο ϑα αποδείξουµε
διάφορα ϑεωρήµατα του διανυσµατικού λογισµού. Στο τέλος του κεφαλαίου ϑα µελετήσουµε το
πϱόϐληµα της παράγουσας στις πολλές διαστάσεις.

Στο πέµπτο κεφάλαιο ...

΄Οπως πάντα, είµαι ευγνώµων σε όποιον µε ενηµερώσει για τυχόντα λάϑη παντός ϕύσεως, στη
διεύϑυνση ηλεκτρονικού ταχυδϱοµείου: afragos@post.com.

Ιδιαίτεϱες ευχαριστίες πϱέπει να δoϑούν στον Ν. Γιαλελή, που ήταν ο πρώτος που µε �µύησε�
στην γεωµετϱία των πολλαπλοτήτων, µέσω του προπτυχιακού µαθήµατος �615. Γεωµετϱική
ανάλυση�, και που ήταν πάντα πρόθυµος να µας εξηγεί τη διαισθητική πλευϱά των πραγµάτων.

Φϱάγκος Αναστάσιος

mailto://afragos@post.com
http://users.uoa.gr/~ngialelis/
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

Πολλαπλότητες και διαϕοϱική δοµή

1.1 Τοπολογικές πολλαπλότητες

Εϕοϱµώντας από τους χώϱους Rn (µε την τοπολογική δοµή τους), η γεωµετϱία µελετά αντικεί-
µενα που µποϱεί µεν να µην είναι οι Rn, αλλά έχουν σηµαντικές οµοιότητες. Οι τοπολογικές
πολλαπλότητες M είναι τέτοιου είδους αντικείµενα, στα οποία κατ’ αρχάς απαιτείται τοπικά
να µοιάζουν µε τους ευκλείδιους χώϱους, δηλαδή να είναι τοπικά οµοιοµορφικοί µε κάποιον
Rn. Από την άλλη -επειδή µαθηµατικά και ϕιλοσοϕικά µιλώντας οι Rn χαρακτηρίζονται από
τα αποτελέσµατά τους- υπάρχουν και κάποιες �ολικές�/ϐοηθητικές συνθήκες. Αυτές είναι οι
ιδιότητες του Hausdorff και δεύτεϱου αριθµήσιµου τοπολογικού χώϱου, εκ των οποίων η δεύτεϱη
αντικαθιστά τα δίκτυα από ακολουθίες και η πϱώτη εξασφαλίζει τη µοναδικότητα του οϱίου των
ακολουθιών.

Οϱισµός 1.1 (Τοπολογικές πολλαπλότητες). ΄Ενας τοπολογικός χώϱος (M,TM) ϑα καλείται
n−διάστατη τοπολογική πολλαπλότητα εάν τα ακόλουϑα αληϑεύουν:

i. Για κάϑε x ∈M και για κάϑε ανοικτή πεϱιοχή Ux του x, υπάϱχει οµοιοµοϱϕισµός:

ϕUx : (Ux,TM|Ux
)→ (Rn,TRn)

Σηµειωτέον ότι µε TM|Ux
συµϐολίϹουµε τη σχετική τοπολογία του Ux που πϱοέϱχεται από

την TM.

ii. O (M,TM) είναι Hausdorff τοπολογικός χώϱος (δηλαδή T2).

iii. Ο (M,TM) είναι δεύτεϱος αϱιϑµήσιµος τοπολογικός χώϱος.

Παϱαδείγµατα πολλαπλοτήτων υπάρχουν άϕϑονα, από τις σϕαίϱες διάστασης n (που γρά-
ϕονται ως ένωση 2n �ηµισφαιρών�), τα ανοικτά υποσύνολα των διάφορων ευκλειδίων χώϱων,
τις επιϕάνειες, τις ευθείες, τις καµπύλες, έως ακόµη πιο περίπλοκα σύνολα όπως τα προβο-
λικά επίπεδα και οι πολλαπλότητες του Grassmann. Γενικά µιλώντας, ένα σχήµα στο οποίο
µποϱούν να τεϑούν τοπικές συντεταγµένες (όπως για παϱάδειγµα είναι οι επιϕάνειες), πιθανό-
τατα ϑα µποϱεί να αποκτήσει δοµή πολλαπλότητας. Την απόδοση συντεταγµένων υλοποιούν οι
τοπικοί οµοιοµορφισµοί ϕUx .

Εµείς δεν ϑα ασχοληθούµε παραπάνω µε τη διαισθητική µελέτη των πολλαπλοτήτων και τα
διάφορα παραδείγµατα, καθώς δεν είναι σκοπός µας µία εισαγωγή στις πολλαπλότητες. Παρα-
πέµπουµε στα [Bo], [Le], [ΒΠ], [ΦϱΜ].

Οι τϱεις απαιτήσεις του ορισµού της πολλαπλότητας είναι αρκετές όχι µόνο για να προσδώ-
σουν µία δοµή που εκ πϱωτης όψεως µοιάϹει µε την αντίστοιχη των χώϱων Rn, αλλά µποϱούν να
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αποδείξουν διάφορα άλλα γνωστά αποτελέσµατα που ισχύουν στους Rn. Κάποια πολύ χϱήσιµα
ϑα παραθέσουµε παϱακάτω.

Πϱόταση 1.1 (Αριθµήσιµα υποκαλύµµατα). Κάϑε πολλαπλότητα (M,T) είναι Lindelöf
τοπολογικός χώϱος, δηλαδή κάϑε ανοικτό κάλυµµα {Ui}i∈I του M έχει αριθµήσιµο υπ-
οκάλυµµα. Αυτό µας επιτϱέπει να ϑεωρούµε όλα τα ανοικτά καλύµµατα αριθµήσιµα.

Απόδειξη: Αυτό το αποτέλεσµα πϱοκύπτει από τη δεύτεϱη αριθµησιµότητα του χώϱου. Θεω-
ϱούµε ένα ανοικτό κάλυµµα {Ui}i∈I του M και ορίζουµε το σύνολο:

BU = {B ∈ B | ∃i ∈ I µε B ⊆ Ui}

όπου B είναι µία αϱιϑµήσιµη ϐάση της τοπολογίας T. To BU είναι αϱιϑµήσιµο, αϕού BU ⊆ B,
και επιπλεόν:

M=
⋃
BU =

⋃
B∈BU

B

Αν τώϱα διαλέξουµε για κάϑε B ∈ BU ένα iB ∈ I ούτως ώστε B ⊆ UiB , τότε µποϱούµε να
κατασκευάσουµε το σύνολο:

J = {iB | B ∈ BU}

για το οποίο:
M=

⋃
B∈BU

B ⊆
⋃
j∈J

Uj ⊆
⋃
i∈I

Ui = M

Κατα συνέπεια έχουµε το Ϲητούµενο, αϕού:

M=
⋃
j∈J

Uj

και το J είναι αϱιϑµήσιµο (και ισοπληϑικό µε το BU ).

Πϱόταση 1.2 (Τοπική συµπάγεια). Κάϑε πολλαπλότητα (M,T) είναι τοπικά συµπαγής
τοπολογικός χώϱος. ∆ηλαδή για κάϑε x ∈M υπάρχει περιοχή Kx του x που είναι συµπαγής.

Απόδειξη: Για κάϑε x ∈ M ϑεωϱούµε τον τοπικό οµοιοµοϱϕισµό ϕUx : Ux → Rn. Στον Rn
ϑεωϱούµε µπάλα Bx = B

(
ϕUx(x), ε

)
⊆ ϕUx(Ux) (για αϱκετά µικϱό ε > 0), και κατά συνέπεια

δηµιουϱγούµε τοπικό οµοιοµοϱϕισµό:

ϕUx |ϕ−1
Ux

(Bx) : ϕ−1
Ux

(Bx)→ Bx

Επειδή το Bx είναι συµπαγής πεϱιοχή του ϕUx(x) στον Rn, η αντίστϱοϕη εικόνα (µέσω τοπικού
οµοιοµοϱϕισµού) Kx = ϕ−1

Ux
(Bx) είναι συµπαγής πεϱιοχή του x ∈M.

Πϱόταση 1.3 (Πϱοσυµπαγείς πεϱιοχές). Κάϑε τοπολογικός χώϱος (M,T) έχει τις ακόλουϑες
ιδιότητες:

i. Για κάϑε x ∈Mυπάϱχει πϱοσυµπαγής πεϱιοχή Fx του x, δηλαδή πεϱιοχή του x µε το Fx
να είναι συµπαγές.
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... ii. Για κάϑε x ∈Mκαι ανοικτή πεϱιοχή Vx του x υπάϱχει πϱοσυµπαγής ανοικτή πεϱιοχή
Fx του x ώστε:

x ∈ Fx ⊆ Fx ⊆ Vx

Απόδειξη: Για το i.: Από την απόδειξη της Πϱότασης 1.2 µποϱούµε να δούµε ότι το σύνολο
Ax = B

(
ϕUx(x), ε

)
δίνει αντίστϱοϕη εικόνα Fx = ϕUx |−1

Ax
(Ax) που (λόγω οµοιοµοϱϕισµού) είναι

πϱοσυµπαγές σύνολο.
Για το ii.: Θεωϱούµε πεϱιοχήUx του x και τοπικό οµοιοµοϱϕισµό ϕUx : Ux → Rn. Θεωϱώντας

την τοµή Ux ∩ Vx, η ϕUx |Ux∩Vx καϑίσταται τοπικός οµοιοµοϱϕισµός, οπότε (όπως στο i.) µποϱεί
να ϐϱεϑεί πϱοσυµπαγές σύνολο Fx = ϕUx |−1

Ux∩V (Ax) µε την ιδιότητα Fx ⊆ Fx ⊆ Ux ∩ Vx ⊆ Vx.

Η ιδιότητα ii. της Πϱότασης 1.3 είναι πολύ χϱήσιµη, καϑώς στην ουσία αποδεικνύει ότι κάϑε
πολλαπλότητα έχει ϐάση από πϱοσυµπαγή ανοικτά σύνολα.

Παϱατήϱηση 1.1 (Βάση από πϱοσυµπαγή ανοικτά σύνολα). Κάϑε πολλαπλότητα (M,T) έχει
ϐάση από πϱοσυµπαγή ανοικτά σύνολα. Ειδικότεϱα, υπάϱχει αϱιϑµήσιµη οικογένεια πϱοσυµπαγών
ανοικτών συνόλων που συνηστά κάλυµµα του M.

Απόδειξη: ΄Εστω V ∈ T. Για κάϑε x ∈ V , από την Πϱόταση 1.3, ii. είδαµε ότι υπάϱχουν
πϱοσυµπαγή ανοικτά σύνολα Fx ώστε x ∈ Fx ⊆ Fx ⊆ V . ∆ηλαδή, εάν για κάϑε x ∈ V
επιλέξουµε πϱοσυµπαγές ανοικτό σύνολο Fx µε την πϱοηγούµενη ιδιότητα:

V =
⋃
x∈V

Fx

΄Ετσι δείξαµε ότι κάϑε ανοικτό σύνολο είναι ένωση πϱοσυµπαγών συνόλων, κι άϱα υπάϱχει
ϐάση από πϱοσυµπαγή ανοικτά σύνολα.

Ειδικότεϱα, το M καλύπτεται από πϱοσυµπαγή ανοικτά σύνολα, οπότε από την Πϱόταση 1.1
υπάϱχει αϱιϑµήσιµη κάλυψη από πϱοσυµπαγή ανοικτά σύνολα.

Πϱόταση 1.4 (Εξάντληση από συµπαγή σύνολα). Κάϑε πολλαπλότητα (M,T) εξαντλείται
από συµπαγή σύνολα. ∆ηλαδή, υπάϱχει οικογένεια συµπαγών συνόλων {Kn}n∈N, Kn ⊆ M,
ώστε:

Για κάϑε n ∈ N, Kn ⊆ K◦n+1 και
⋃
n∈N

Kn = M

Απόδειξη: Από την Παϱατήϱηση 1.1 µποϱεί να ϐϱεϑεί αϱιϑµήσιµο κάλυµµα {Fn}n∈N του M

από πϱοσυµπαγή ανοικτά σύνολα. ΟϱίϹουµε K1 = F1 και υποϑέτουµε ότι επαγωγικά έχουµε
οϱίσει καταλλήλως τα συµπαγή σύνολα Kk, k 6 n. Για να οϱίσουµε το Kn+1, παϱατηϱούµε ότι
(λόγω της συµπάγειας του Kn) υπάϱχει κάποιος ελάχιστος δείκτης mn ούτως ώστε:

Kn ⊆
mn⋃
k=1

Fk

Αν οϱίσουµεKn+1 =
⋃mn
k=1 Fk, ϑα έχουµε επεκτείνει τη Ϲητούµενη οικογένεια, αϕούKn ⊆ K◦n+1.

Τα παραπάνω επιτρέπουν να αποδειχθεί µία ϐασική ιδιότητα των πολλαπλοτήτων, η παρα-
συµπάγεια. Για να οριστεί η παρασυµπάγεια, ϑα δώσουµε τον ακόλουϑο οϱισµό.



10 Κεϕάλαιο 1. Πολλαπλότητες και διαϕοϱική δοµή

Οϱισµός 1.2 (Εκλέπτυνση). ΄Εστω ένα κάλυµµα {Ui}i∈I ενός τοπολογικού χώϱου (X,T). Θα
λέµε ότι η οικογένεια {Vj}j∈J είναι εκλέπτυνση του {Ui}i∈I εάν X =

⋃
j∈J Vj και:

Για κάϑε j ∈ J υπάϱχει ij ∈ I ώστε Vj ⊆ Uij

Οϱισµός 1.3 (Παϱασυµπάγεια). Λέµε ότι ένας τοπολογικός χώϱος (X,T) είναι παϱασυµπαγής
εάν κάϑε ανοικτό κάλυµµα {Ui}i∈I έχει τοπικά πεπεϱασµένη εκλέπτυνση {Vj}j∈J . ∆ηλαδή, η
{Vj}j∈J είναι εκλέπτυνση του {Ui}i∈I και για κάϑε x ∈ X τα σύνολα:

Jx = {j ∈ J | Vj 3 x}

έχουν πεπεϱασµένα το πλήϑος στοιχεία.

Πϱόταση 1.5 (Παρασυµπάγεια των πολλαπλοτήτων). Κάϑε πολλαπλότητα (M,T) είναι παρα-
συµπαγής τοπολογικός χώϱος. Μάλιστα η εν λόγω τοπικά πεπερασµένη εκλέπτυνση µποϱεί να
ϑεωρηθεί αριθµήσιµη.

Απόδειξη: ΄Εστω {Uk}k∈N ένα ανοικτό κάλυµµα του M. Από την Πϱόταση 1.4 µποϱούµε να
ϐϱούµε συµπαγή υποσύνολα Kn που εξαντλούν την πολλαπλότητα M.

x

SiAi

ΟϱίϹουµε τώϱα τα εξής σύνολα:

S1 = K1, Sn = Kn\K◦n−1 για n > 1

και
A1 = ∅, An = K◦n+1\Kn−1 για n > 1

και παϱατηϱούµε ότι τα Sn είναι συµπαγή και τα An ανοικτά. Για κάϑε x ∈ Sn, επιλέγουµε
Ukx που πεϱιέχει αυτό το x κι έπειτα µία ανοικτή πεϱιοχή Bkx ⊆ An+1 ∩ Ukx . ΜαϹεύοντας όλες
αυτές τις πεϱιοχές, µποϱούµε να κατασκευάσουµε κάλυµµα {Bkx}x∈Sn του Sn µε την ιδιότητα
Bkx ⊆ Ukx .

Λόγω συµπάγειας, αϱκεί από την πϱοαναϕεϱϑείσα οικογένεια ένα πεπεϱασµένο πλήϑος ώστε
να επιτευχϑεί κάλυµµα του Sn, έστω {Bn

k }k6mn . Ενώνοντας τα καλύµατα µεταξύ τους για τα
διάϕοϱα n, λαµϐάνουµε το ανοικτό κάλυµµα {Bn

k }k6mn,n∈N το οποίο είναι εκλέπτυνση του
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{Uk}k∈N. Το ότι είναι επίσης τοπικά πεπεϱασµένη είναι συνέπεια της κατασκευής, αϕού κάϑε
Sn καλύπτεται από πεπεϱασµένα το πλήϑος ανοικτά σύνολα, τα οποία πεϱιέχονται στα An+1. Τα
An µε τη σειϱά τους είτε έχουν κενή τοµή, είτε τέµνονται σε σύνολο που πεϱιέχεται σε ένωση δύο
Sn.

Μέσω της παρασυµπάγειας των πολλαπλοτήτων µποϱεί να αποδειχθεί η ϕυσιολογικότητά
τους. Με τη ϕυσιολογικότητα (δηλαδή την ιδιότητα T4) είναι δυνατόν να αποδειχϑούν αποτελέσ-
µατα επέκτασης, όπως είναι το (συνεχές) λήµµα του Urisohn.

Λήµµα 1.1 (Η κανονικότητα των πολλαπλοτήτων). Κάϑε πολλαπλότητα (M,T) είναι κανονικός
χώϱος (δηλαδή είναι T3).

Απόδειξη: Ας ϑεωϱήσουµε K κλειστό στο M και x ∈ M µε x 6∈ K. Εϕόσον ο M είναι
Hausdorff τοπολογικός χώϱος, για κάϑε y ∈ K υπάϱχει ανοικτή πεϱιοχή Uy του y που διαχωϱίϹει
τα x, y, δηλαδή x 6∈ Uy.

Είναι ϕανερό ότι το σύνολο {Uy | y ∈ K} είναι κάλυµµα του K, αυτό που δεν ξέϱουµε
είναι εάν διαχωρίζει το x από το K (αϕού δεν ξέϱουµε, για παϱάδειγµα, αν αληθεύει η σχέση⋃
y∈K Uy =

⋃
y∈K Uy). Θεωρόυµε λοιπόν το σύνολο {Uy | y ∈ K} ∪ {M\K} το οποίο αποτελεί

ανοικτό κάλυµµα του M. Λόγω παρασυµπάγειας, υπάρχει {Vj}j∈J ∪ {M\K} τοπικά πεπερασ-
µένη εκλέπτυνση του {Uy | y ∈ K} ∪ {M\K}, που -αϕού είναι τοπικά πεπεϱασµένη- έχει την
ιδιότητα: ⋃

j∈J
Vj =

⋃
j∈J

Vj

(αυτό µποϱεί να αποδειχϑεί, για παϱάδειγµα, µε τον χαϱακτηϱισµό των κλειστών ϑηκών µε
δίκτυα).

΄Ετσι έχουµε δείξει ότι K ⊆
⋃
j∈J Vj και x ∈ M\

⋃
j∈J Vj (αϕού x 6∈ Vj ), και κατά συνέπεια

την κανονικότητα της πολλαπλότητας.

Πϱόταση 1.6 (H ϕυσιολογικότητα των πολλαπλοτήτων). Κάϑε πολλαπλότητα (M,T) είναι
ϕυσιολογικός χώϱος (δηλαδή είναι T4).

Απόδειξη: Θα αποδείξουµε αυτήν την πϱόταση χϱησιµοποιώντας το Λήµµα 1.1 και την ιδέα
της απόδειξής του. Κατ’ αϱχάς, ϑεωϱούµε K,F ⊆ M δύο κλειστά σύνολα. Από το Λήµµα 1.1
(δηλαδή από την κανονικότητα του χώϱου), για κάϑε y ∈ F µποϱούµε να ϐϱούµε ανοικτό σύνολο
Vy ώστε y ∈ Vy και Vy ∩K = ∅.

Τώϱα το σύνολο {Vy | y ∈ F} ∪ {M\F} αποτελεί κάλυµµα του M, οπότε από τη παρα-
συµπάγεια µποϱεί να ϐρεθεί τοπικά πεπερασµένη εκλέπτυνση {Aj}j∈J ∪{M\F}. Παϱατηϱούµε
ότι:

F ⊆
⋃
j∈J

Aj και
⋃
j∈J

Aj =
⋃
j∈J

Aj

Από τη δεύτεϱη ιδιότητα πϱοκύπτει ότι
⋃
j∈J Aj ∩K = ∅, και κατά συνέπεια F ⊆

⋃
j∈J Aj και

K ⊆M\
⋃
j∈J Aj . Αυτό αποδεικνύει τη ϕυσιολογικότητα του χώϱου.

Θεωϱηµα 1.1 (Λήµµα του Urisohn). ΄Εστω (M,T) µία πολλαπλότητα καιK,F ⊆Mκλειστά
και ξένα σύνολα. Υπάϱχει συνάϱτηση f : X → R (ο R ϑεωϱείται µε τη συνήϑη µετϱική
τοπολογία) η οποία είναι συνεχής µε f(K) = {0} και f(F ) = {1} (µάλιστα f(M) ⊆ [0, 1]).
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Απόδειξη: Η απόδειξη είναι εκτενής και ϑα γίνει σε ϐήµατα. Η ιδέα είναι να κατασκευαστούν
διάϕοϱα ανοικτά U ούτως ώστε K ⊆ U ⊆ U ⊆ F c. Σε καϑένα x ∈ M ϑα δίνεται µια τιµή f(x)
που ϑα εξαϱτάται από τα U στα οποία το x ανήκει.

Βήµα Ι: Για αϱχή ϑα κατασκευάσουµε ένα σύνολο δεικτών, που ϑα χϱησιµεύσει για τη
σήµανση των διάϕοϱων U = U(d). ΟϱίϹουµε:

∆0 = {0, 1}

∆1 =

ß
0,

1

2
,
2

2
= 1

™
∆2 =

ß
0,

1

4
,
2

4
=

1

2
,
3

4
,
4

4
= 1

™
...

∆n =

ß
k

2n

∣∣∣ k ∈ {1, · · · , 2n}™
...

κι επίσης ∆ =
⋃∞
n=1 ∆n. Το ∆ είναι πυκνό στο [0, 1], οπότε αν οϱίσουµε D = ∆ ∪ (1,∞), το D

ϑα είναι πυκνό στο [0,∞).
Βήµα ΙΙ: Στη συνέχεια ϑα κατασκευάσουµε τα σύνολα

(
U(d)

)
d∈D. Στα επόµενα λοιπόν ϑα

ϑεωϱούµε ότι d ∈ D.
Εάν d > 1, οϱίϹουµε U(d) = M. Επιπλέον οϱίϹουµε U(1) = F c.
Εάν d ∈ ∆, υπάϱχει κάποιος ϕυσικός n ∈ N ούτως ώστε d ∈ ∆n. Σε αυτήν την πεϱίπτωση ϑα

οϱίσουµε επαγωγικά τα U(d):

• Για n = 1 ϑα οϱίσουµε τα U(d) µε d ∈ ∆1\{1} = {0}. Επειδή ο χώϱος (M,T) είναι T4,
υπάϱχει ανοικτό σύνολο U(0) τέτοιο ώστε:

K ⊆ U(0) ⊆ U(0) ⊆ U(1)

• Για n = 2 ϑα οϱίσουµε τα U(d) µε d ∈ ∆2\∆1 = {1/2}. Από το T4 του χώϱου, υπάϱχει
ανοικτό U(1/2) τέτοιο ώστε:

U(0) ⊆ U(1/2) ⊆ U(1/2) ⊆ U(1)

• Εάν τα διάϕοϱα σύνολα U(d) έχουν οϱιστεί για δείκτες d ∈ ∆n, ϑα οϱίσουµε τα U(d)
µε d ∈ ∆n+1\∆n. Παϱατηϱούµε ότι τα διάϕοϱα d ∈ ∆n+1\∆n είναι ακϱιϐώς τα k/2n+1

για τα οποία το k είναι πεϱιττός -πϱάγµατι, αν ήταν άϱτιος, ϑα µποϱούσαµε (κάνοντας
απλοποίηση αϱιϑµητή και παϱονοµαστή µε το 2) να αναχϑούµε σε στοιχείο του ∆n. Για
κάϑε πεϱιττό k < 2n+1 έχουµε λοιπόν ότι:

k − 1

2n+1
,
k + 1

2n+1
∈ ∆n, οπότε τα αντίστοιχα U

Å
k − 1

2n+1

ã
, U

Å
k + 1

2n+1

ã
έχουν οϱιστεί (επαγωγικά)

Ξανά από το T4 του χώϱου, ϐϱίσκουµε σύνολα:

U

Å
k − 1

2n+1

ã
⊆ U

Å
k

2n+1

ã
⊆ U

Å
k

2n+1

ã
⊆ U

Å
k + 1

2n+1

ã
Μάλιστα τα σύνολα που ϐϱίσκουµε εµϕανίϹουν κάποια µονοτονία: d 6 d′ ⇒ U(d) ⊆ U(d′).
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K

F
U(d′)\U(d)

Βήµα ΙΙΙ: Για κάϑε x ∈MοϱίϹουµεDx = {d ∈ D | x ∈ U(d)}. Είναι ίσως ϕανεϱό ότιDx 6= ∅,
αϕού πϱοηγουµένως οϱίσαµε U(d) = M για d > 1 -οπότε σίγουϱα (1,∞) ⊆ Dx. ΟϱίϹουµε τώϱα
συνάϱτηση f : M→ R µέσω του τύπου:

f(x) = inf Dx

και παϱατηϱούµε ότι επειδή (1,∞) ⊆ Dx (παίρνοντας infimum) 1 = inf(1,∞) > f(x). Επι-
πλέον, µε ανάλογο σκεπτικό, επειδή Dx ⊆ [0,∞) ϑα έχουµε f(x) > 0. ∆ηλαδή f(M) ⊆ [0, 1].

Τώϱα αν x ∈ K, επειδή x ∈ U(0) και U(0) ⊆ U(d) για κάϑε d, έπεται f(x) = 0. Εποµένως
f(A) = {0}. Αν πάλι x ∈ F , τότε x 6∈ F c = U(1), κι επειδή για κάϑε d ∈ ∆ έχουµε U(d) ⊆ U(1),
το x δεν ανήκει σε κανένα U(d), d ∈ ∆ . Οπότε d > 1 και Dx = (1,∞) ⇒ f(x) = 1. Από αυτό
έπεται ότι f(F ) = {1}.

Βήµα IV: Αυτό που µένει να αποδειχϑεί είναι η συνέχεια της f . Θεωϱούµε λοιπόν τυχαίο
x ∈M και δείχνουµε τα εξής δύο πϱάγµατα:

• Εάν x ∈ U(d), τότε f(x) 6 d. Πϱάγµατι, αν x ∈ U(d) τότε x ∈ U(d′) για κάϑε d′ > d.
΄Εχουµε λοιπόν ότι Dx ⊇ (d,∞) κι εποµένως f(x) 6 d.

• Εάν x 6∈ U(d), τότε f(x) > d. Πϱάγµατι, αν x 6∈ U(d) τότε x 6∈ U(d′) για κάϑε d′ < d.
Οπότε Dx ⊆ (d,∞) και f(x) > d.

Για να δείξουµε τη συνέχεια της f , αϱκεί να δείξουµε ότι για κάϑε ε > 0 υπάϱχει ανοικτή
πεϱιοχή U ούτως ώστε:

f(U) ⊆
(
f(x)− ε, f(x) + ε

)
Εϕόσον το D είναι πυκνό στο [0,∞), επιλέγουµε d, d′ τέτοια ώστε f(x) − ε < d < f(x) <

d′ < f(x) + ε. Τότε το σύνολο U = U(d′)\U(d) είναι ανοικτό και µάλιστα πεϱιέχει το x.
Πϱάγµατι, εϕόσον f(x) < d′, το δεύτεϱο • δίνει ότι x ∈ U(d′) (αϕού αν δεν άνηκε η ανισότητα
ϑα αντιστϱεϕόταν). Επιπλέον, εϕόσον f(x) > d, το πϱώτο • δίνει ότι x 6∈ U(d), δηλαδή τελικά
x ∈ U(d′)\U(d). Από τον οϱισµό του U παϱατηϱήστε ότι:

f(U) ⊆ (d, d′) ⊆
(
f(x)− ε, f(x) + ε

)
οπότε το U είναι το Ϲητούµενο ανοικτό που αποδεικνύει τη συνέχεια της f .

Ως τώϱα ασχοληθήκαµε µε πολλαπλότητες που είναι τοπικά οµοιοµορφικές µε τους Rn. Αυτή
η µοϱϕή τοπικού οµοιοµορφισµού απαιτεί, κατά µία έννοια, να µην υπάρχει �σύνοϱο� στις πολ-
λαπλότητες. Εποµένως, σύνολα όπως είναι τα κλειστά διαστήµατα, δεν µποϱούν να αποτελούν
(µε τη συνήϑη τοπολογία) τοπολογικές πολλαπλότητες. Εισάγουµε λοιπόν τον οϱισµό της πολ-
λαπλότητας µε σύνοϱο:
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Οϱισµός 1.4 (Τοπολογικές πολλαπλότητες µε σύνοϱο). ΄Ενας τοπολογικός χώϱος (M,TM)
ϑα καλείται n−διάστατη τοπολογική πολλαπλότητα µε σύνοϱο εάν τα ακόλουϑα αληϑεύουν:

i. Για κάϑε x ∈Mκαι για κάϑε ανοικτή πεϱιοχή Ux του x υπάϱχει τοπικός οµοιοµοϱϕισµός:

ϕUx : (Ux,TM|Ux
)→ (Rn,TRn)

ή
ϕUx : (Ux,TM|Ux

)→ (Rn+,TRn|Rn
+

)

όπου Rn+ είναι ο ηµιχώϱος {(x1, · · · , xn) ∈ Rn | xn > 0}. H κλειστή ϑήκη νοείται στον
Rn.

ii. O (M,TM) είναι Hausdorff τοπολογικός χώϱος.

iii. O (M,TM) είναι δεύτεϱος αϱιϑµήσιµος τοπολογικός χώϱος.

ϕ

Γενικά τα αποτελέσµατα που έχουµε ήδη δει στις πολλαπλότητες χωϱίς σύνοϱο µεταϐιϐάϹονται
στην πεϱίπτωση των πολλαπλοτήτων µε σύνοϱο. Αυτό είναι ϕυσιολογικό, αϕού για την απόδειξη
των αποτελεσµάτων ουσιαστικά χϱησιµοποιούµε το γεγονός ότι οι οµοιοµοϱϕισµοί έχουν εικόνα
σύνολα µε µη κενό εσωτεϱικό. Από τη µοϱϕή των συνόλων της σχετικής τοπολογίας TRn|Rn

+
,

πϱάγµατι τα ανοικτά σύνολα έχουν µη κενό εσωτεϱικό στην τοπολογία TRn .
Για να γίνουµε πεϱισσότεϱο σαϕείς, ϑα σταϑούµε στην πεϱίπτωση της τοπικής συµπάγειας.

Από τον οϱισµό, µποϱούµε για κάϑε x ∈ M να ϐϱούµε τοπικό οµοιοµοϱϕισµό ϕUx : Ux → Rn
ή ϕUx : Ux → Rn+. Η πϱώτη πεϱίπτωση οµοιοµοϱϕισµού συναντάται και στις πολλαπλότητες
χωϱίς σύνοϱο, οπότε ουσιαστικά χϱειάϹεται να µελετηϑεί η δεύτεϱη. Επιλέγοντας ε > 0 ώστε
B
(
ϕUx(x), ε

)
∩Rn+ ⊆ B

(
ϕUx(x), ε

)
∩Rn+ ⊆ Rn+, µποϱούµε να οϱίσουµε Bx = B

(
ϕUx(x), ε

)
∩Rn+

και να λάϐουµε τοπικό οµοιοµοϱϕισµό:

ϕUx |ϕ−1
Ux

(Bx) : ϕ−1
Ux

(Bx)→ Bx

Επειδή το Bx είναι συµπαγές στο Rn+, αποδεικνύεται η τοπική συµπάγεια στο x ∈M.
΄Ετσι λοιπόν δεν ϑα σταϑούµε στην επέκταση των διάϕοϱων ιδιοτήτων των πολλαπλοτήτων

χωϱίς σύνοϱο στις πολλαπλότητες µε σύνοϱο. Αυτό που χϱειάϹεται να µελετηϑεί είναι η ειδοποιός
διαϕοϱά των δύο αυτών κατηγοϱιών πολλαπλοτήτων, που είναι το σύνοϱο.

Οϱισµός 1.5 (Συνοϱιακά σηµεία και σύνοϱο). ΄Εστω (M,TM) µία τοπολογική πολλαπλότητα.

i. ΄Ενα σηµείο x ∈M για το οποίο υπάϱχουν µόνο τοπικοί οµοιοµοϱϕισµοί της µοϱϕής:

ϕUx : (Ux,TM|Ux
)→ (Rn+,TRn|Rn

+
)

ϑα καλείται συνοϱιακό σηµείο της M.
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... ii. ΣυµϐολίϹουµε µε ∂M το σύνολο των συνοριακών σηµείων της πολλαπλότητας, δηλαδή
το σύνοϱο της πολλαπλότητας. Για να µην υπάρχει πιθανότητα σύγχυσης µε το
τοπολογικό σύνοϱο, ϑα συµβολίζουµε µε bd το τοπολογικό σύνοϱο.

Παϱατήϱηση 1.2. ΄Εστω (M,T) µία τοπολογική πολλαπλότητα.

i. Εάν η (M,T) είναι πολλαπλότητα χωϱίς σύνοϱο, τότε ∂M= ∅.

ii. Η M\∂M είναι πολλαπλότητα χωϱίς σύνοϱο.

Πϱόταση 1.7 (To σύνοϱο ως πολλαπλότητα). ΄Εστω (M,T) µία n−διάστατη τοπολογική πολ-
λαπλότητα µε σύνοϱο. Η (∂M,T∂M) µε τη σχετική τοπολογία αποτελεί (n − 1)−διάστατη
πολλαπλότητα χωϱίς σύνοϱο. Ως συνέπεια, για κάϑε πολλαπλότητα (M,T) έχουµε ∂∂M =
∂2M= ∅

Απόδειξη: Κατ’ αρχάς, ο τοπολογικός χώϱος (∂M,T∂M) είναι Hausdorff και δεύτερος αρι-
ϑµήσιµος, ως χώϱος µε τη σχετική τοπολογία Hausdorff και δεύτεϱου αριθµήσιµου τοπολογικού
χώϱου.

ΧϱειάϹεται µονάχα να δείξουµε ότι για κάϑε x ∈ ∂M υπάρχει Vx ∈ T∂M και τοπικός
οµοιοµορφισµός:

ψVx : Vx → Rn−1

Εϕόσον x ∈ ∂M, υπάϱχει οµοιοµοϱϕισµός:

ϕUx : Ux → Rn+

Αυτό που ϑα δείξουµε είναι ότι:

z ∈ ∂M∩ Ux ⇔ ϕUx(z) ∈ bd Rn+, δηλαδή ϕUx(∂M∩ Ux) = bd Rn+

∆εδοµένου του πϱοηγούµενου αποτελέσµατος, η:

ϕUx |∂M : ∂M∩ Ux → ϕUx(∂M∩ Ux) = bd Rn+

ϑα είναι οµοιοµοϱϕισµός. Επειδή τώϱα bd Rn+ = Rn × {0}, η πϱοηγούµενη απεικόνιση µποϱεί
να τϱοποποιηϑεί ώστε να είναι της µοϱϕής ∂M∩Ux → Rn−1. ΄Ετσι ϑα έχουµε δείξει ότι το σύνοϱο
∂M είναι πολλαπλότητα χωϱίς σύνοϱο, διάστασης n− 1.

Βήµα Ι: Θα δείξουµε ότι αν z ∈ ∂M∩ Ux, τότε ϕUx(z) ∈ bd Rn+. Εάν πϱος άτοπο ϕUx(z) 6∈
bd Rn+, τότε ϑα µποϱεί να ϐϱεϑεί ανοικτή πεϱιοχή Az του ϕUx(z) που δεν τέµνει το bd Rn+.
Μάλιστα, αϕού δεν τέµνει το σύνοϱο, ϑα πϱέπει να είναι οµοιοµοϱϕική µε το Rn.

Θεωϱώντας τη συνάϱτηση:

ϕUx |ϕ−1
Ux

(Az) : ϕ−1
Ux

(Az)→ Az

παϱατηϱούµε ότι αυτή είναι τοπικός οµοιοµοϱϕισµός γύϱω από το z.
Μάλιστα, αϕού τοAz είναι οµοιοµοϱϕικό µε το Rn, ο πϱοηγούµενος τοπικός οµοιοµοϱϕισµός

µποϱεί να τϱοποποιηϑεί µε τον αναµενόµενο τϱόπο και να λάϐει τη µοϱϕή ϕ−1
Ux

(Az)→ Rn. Αυτό
είναι άτοπο, αϕού z ∈ ∂M.

Βήµα ΙΙ: Θα δείξουµε ότι αν ϕUx(z) ∈ bd Rn+ τότε z ∈ ∂M∩Ux. Εάν πϱος άτοπο υποϑέσουµε
ότι z 6∈ ∂M ∩ Ux, τότε ϑα µποϱεί να ϐϱεϑεί ανοικτή πεϱιοχή Uz ⊆ Ux του z και τοπικός
οµοιοµοϱϕισµός:

ϕUz : Uz → Rn
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Θεωϱώντας τη συνάϱτηση:

ϕUx |Uz ◦ ϕ−1
Uz

: Rn → Uz → ϕUx(Uz)

παϱατηϱούµε ότι αυτή είναι ένας οµοιοµοϱϕισµός.
Επιπλέον, το ϕUx(Uz) είνα ανοικτό (λόγω οµοιοµορφισµού) και τέµνει το bd Rn+ (αϕού

ϕUx(z) ∈ bd Rn+). Κατά συνέπεια, είναι οµοιοµορφικό µε το Rn+. Τροποποιώντας τον προ-
ηγούµενο οµοιοµορφισµό µε τον αναµενόµενο τϱόπο, πϱοκύπτει οµοιοµορφισµός των Rn και
Rn+, το οποίο είναι άτοπο, αϕού τα εν λόγω σύνολα δεν είναι οµοιοµορφικά.

Τα παϱαπάνω αποδεικνύουν το πϱώτο σκέλος της πϱότασης. ΄Οσον αϕοϱά το δεύτεϱο, εάν
µία πολλαπλότητα (M,T) δεν έχει σύνοϱο, τότε ∂M = ∅ κι άϱα ∂∂M = ∅. Επίσης, εάν µία
πολλαπλότητα (M,T) έχει σύνοϱο, τότε η ∂M είναι πολλαπλότητα χωϱίς σύνοϱο, και τότε ∂∂M=
∅.

1.2 ∆ιαϕοϱική δοµή και οµαλότητα

Στις τοπολογικές πολλαπλότητες περιγράφαµε την τοπική οµοιότητα µε τους Rn µέσω τοπικών
οµοιοµορφισµών ϕ : U → Rn. Η ύπαϱξη αυτών των τοπικών οµοιοµορφισµών δεν εξασφαλίζει
ασφαλώς τις ίδιες συντεταγµένες, παϱά µόνο έναν τϱόπο οµαλής µετάϐασης µεταξύ των συνόλων
τοπικού οµοιοµορφισµού. ∆ηλαδή, εάν ϕ : U → Rn και ψ : V → Rn είναι τοπικοί οµοιοµορφισ-
µοί µε U ∩ V 6= ∅, οι:

ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V )→ ψ(U ∩ V ) και ϕ ◦ ψ−1 : ψ(U ∩ V )→ ϕ(U ∩ V )

είναι συνεχείς (δηλαδή τα ϕ(U ∩ V ) και ψ(U ∩ V ) είναι οµοιοµοϱϕικά).
Αν τώϱα ήµασταν ναύτες και διαθέταµε τοπικούς χάϱτες -δηλαδή τοπικούς οµοιοµοϱϕισµούς-

ϑα ϑέλαµε η µετάϐαση µεταξύ των χαϱτών να γίνεται µε �όσο µεγαλύτεϱη ϕυσιολογικότητα� µπο-
ϱεί να µας επιτραπεί. ΄Ενας τϱόπος να γίνει καλύτεϱη η δοµή των πολλαπλοτήτων είναι να απαιτη-
ϑεί η µετάϐαση µεταξύ των συνόλων τοπικού οµοιοµορφισµού να είναι όχι απλώς συνεχής, αλλά
Ck, 1 6 k 6∞.

M

⊆ Rn ⊆ Rn
ψ ◦ ϕ−1

ϕ ◦ ψ−1

Οϱισµός 1.6 (Χάϱτες και διαϕοϱικοί/Ck−συµϐιϐαστοί χάϱτες). ΄Εστω (M,T) µία
n−διάστατη τοπολογική πολλαπλότητα.

i. Κάϑε Ϲεύγος (U,ϕ), µε U ∈ T και ϕ : U → Rn τοπικός οµοιοµοϱϕισµός, καλείται χάϱτης.
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... ii. ΄Εστω 1 6 k 6 ∞. ∆ύο χάϱτες (U,ϕ), (V, ψ) λέγονται διαϕοϱικά (ή αντίστοιχα
Ck−)συµϐιϐαστοί εάν οι µεταϐάσεις µεταξύ των χαϱτών:

ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V )→ ψ(U ∩ V ) και ϕ ◦ ψ−1 : ψ(U ∩ V )→ ϕ(U ∩ V )

είναι διαϕοϱίσιµες (ή αντίστοιχα Ck), δηλαδή, οι �τοπικές αλλαγές συντεταγµένων� είναι
διαϕοϱίσιµες (ή Ck). Στην ουσία απαιτείται οι ψ ◦ ϕ−1, ϕ ◦ ψ−1 να είναι διαϕοϱίσιµες (ή
Ck−αµϕιδιαϕοϱίσεις).

Οϱισµός 1.7 (∆ιαϕοϱικοί/Ck−άτλαντες). ΄Εστω (M,T) µία n−διάστατη τοπολογική πολ-
λαπλότητα. ΄Ενας Ck−άτλαντας A είναι ένα σύνολο διαφορικά (ή αντίστοιχα Ck−)
συµϐιϐαστών χαϱτών:

A= {(Ui, ϕi)}i∈I
που αποτελεί κάλυµµα του M.

ΕϕοδιάϹοντας µία τοπολογική πολλαπλότητα µε έναν Ck−άτλαντα πϱοσδίδουµε µία επιπλέον
διαϕοϱική δοµή στην πολλαπλότητα. Πολλές ϕοϱές αναϕεϱόµαστε σ’ αυτές τις �νέες� δοµές ως
Ck−πολλαπλότητες, ή -στην πεϱίπτωση του C∞- οµαλές πολλαπλότητες.

Οϱισµός 1.8 (∆ιαϕοϱικές/Ck−πολλαπλότητες). Μία πολλαπλότητα (M,T,A) εϕοδιασµένη
µε έναν διαϕοϱικό (ή Ck−)άτλαντα A καλείται διαϕοϱική (ή Ck−)πολλαπλότητα. Ιδιαιτέϱως
στην πεϱίπτωση του C∞, λέµε ότι η πολλαπλότητα είναι οµαλή.

Κάϑε πολλαπλότητα µποϱεί ενδεχοµένως να εφοδιαστεί µε πολλούς διαφορικούς ή Ck−
άτλαντες. Συχνά, για να µην υπάρχει αµφιβολία όσον αϕοϱά τη διαφορική δοµή που προσδί-
δουµε στην πολλαπλότητα, χρησιµοποιούµε τον µεγιστικό διαφορικό ή Ck−άτλαντα της πολ-
λαπλότητας. Παϱακάτω αποδεικνύουµε µόνο την ύπαϱξη των Ck−µεγιστικών ατλάντων, καθώς
η πεϱίπτωση των µεγιστικών διαφορικών ατλάντων είναι παρόµοια.

Παϱατήϱηση 1.3 (Μεγιστικός Ck−άτλαντας). Κάϑε πολλαπλότητα (M,T) µποϱεί να εϕοδιαστεί
µε έναν µεγιστικό Ck−άτλαντα Akmax. ∆ηλαδή µε έναν άτλαντα µε την ιδιότητα:

Ak ⊆ Akmax

για κάϑε Ck−άτλαντα Ak. Ο Akmax είναι µοναδικός.

Απόδειξη: Θεωϱούµε το σύνολο:

Akmax = {(U,ϕ) | (U,ϕ) ανά δύο Ck − συµϐιϐαστοί χάϱτες του M}

Το Akmax, από τον οϱισµό του, είναι Ck−άτλαντας που πεϱιέχει όλους τους Ck−άτλαντες ως
υποσύνολα. Επίσης από τον οϱισµό έπεται ότι ο Akmax είναι µοναδικός (αντίστοιχο αποτέλεσµα
υπάϱχει και για διαϕοϱικούς άτλαντες).

΄Εχοντας εισάγει τη διαφορική δοµή στις πολλαπλότητες µέσω των διαφορικών ήCk−ατλάντων,
είναι ϕυσιολογικό να µελετήσουµε την έννοια της διαφορισιµότητας συναϱτήσεων µεταξύ δι-
αφορικών ή Ck−πολλαπλοτήτων f : (M,TM,A)→ (N,TN,B).
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Οϱισµός 1.9 (∆ιαϕοϱίσιµες/Ck−συναϱτήσεις µεταξύ πολλαπλοτήτων). ΄Εστω (M,TM,A),
(N,TN,B) δύο διαϕοϱίσιµες (ή αντίστοιχα Ck−)πολλαπλότητες διαστάσεωνm και n. Θα λέµε
ότι µία συνάϱτηση:

f : (M,TM,A)→ (N,TN,B)

είναι τοπικά διαϕοϱίσιµη στο x ∈M εάν υπάϱχουν χάϱτες (U,ϕ) του x και (V, ψ) του f(x) ώστε
f(U) ⊆ V και η:

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ−1(U)→ ψ(V )

να είναι διαϕοϱίσιµη (ή αντίστοιχα Ck). Τη συνάϱτηση ψ ◦ f ◦ ϕ−1 την αποκαλούµε τοπική
παϱάσταση της f , και πϱοϕανώς εξαϱτάται από την επιλογή των χαϱτών.

Ο παϱαπάνω οϱισµός διαϕοϱισιµότητας εµπλέκει τοπικούς χάϱτες, οπότε δηµιουϱγείται το
εϱώτηµα εάν µία συνάϱτηση µεταξύ πολλαπλοτήτων είναι διαϕοϱίσιµη µε µία επιλογή χαϱτών,
αλλά µε µία άλλη όχι. Παϱακάτω, κατά µία έννοια, συµπληϱώνουµε τον οϱισµό, δείχνοντας ότι
είναι ανεξάϱτητος των τοπικών χαϱτών.

Παϱατήϱηση 1.4 (Πεϱί του οϱισµού της διαϕοϱισιµότητας). ΄Εστω f : (M,TM,A)→ (N,TN,B)

µία τοπικά διαϕοϱίσιµη (ή Ck−)συνάϱτηση στο x ∈M. Για οποιουσδήποτε τοπικούς χάϱτες (‹U, ϕ̃)

του x και (‹V , ψ̃) του f(x) µε f(‹U) ⊆ ‹V η:

ψ̃ ◦ f ◦ ϕ̃−1 : ϕ̃−1(‹U)→ ψ̃(‹V )

είναι διαϕοϱίσιµη (ή Ck) τοπικά στο x.

Απόδειξη: Χωϱίς µεγάλη ϐλάϐη της γενικότητας, ϑα ασχοληθούµε µόνο µε τηνCk−πεϱίπτωση.
Θα χϱειαστεί να ϐϱούµε ανοικτή περιοχή A του ϕ̃−1(x) ώστε η τοπική παράσταση:

ψ̃ ◦ f ◦ ϕ̃−1

να είναι Ck στο A.
Λόγω της Ck−συµϐιϐαστότητας των χαϱτών (U,ϕ), (‹U, ϕ̃) και (V, ψ), (‹V , ψ̃), έπεται ότι οι:

ϕ ◦ ϕ̃−1 : ϕ̃(U ∩ ‹U)→ ϕ(U ∩ ‹U) και ψ̃ ◦ ψ−1 : ψ(V ∩ ‹V )→ ψ̃(V ∩ ‹V )

είναι Ck. Τώϱα, λόγω της διαϕοϱισιµότητας της f , η τοπική παϱάσταση:

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ−1(U)→ ψ(V )

είναι Ck, και κατά συνέπεια και η:

(ψ̃ ◦ ψ−1) ◦ (ψ ◦ f ◦ ϕ−1) ◦ (ϕ ◦ ϕ̃−1) : ϕ̃(U ∩ ‹U)→ ψ̃(V ∩ ‹V )

είναι Ck. ΄Οµως η παϱαπάνω συνάϱτηση είναι ακϱιϐώς η τοπική παϱάσταση ψ ◦ f ◦ ϕ−1 στο
A = ϕ̃(U ∩ ‹U), κι έτσι έχουµε το Ϲητούµενο.

΄Εχοντας ορίσει µε ϕυσιολογικό τϱόπο τη διαφορισιµότητα, µποϱούµε να αποδείξουµε διά-
ϕορα αναµενόµενα αποτελέσµατα.

Πϱόταση 1.8 (Συνέχεια των διαϕοϱίσιµων συναϱτήσεων). Κάϑε τοπικά διαϕοϱίσιµη συνάϱτηση
f : M→Nσε x ∈M είναι συνεχής στο ίδιο σηµείο.
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Απόδειξη: Θεωϱούµε τοπικούς χάϱτες (U,ϕ), (V, ψ) στα x και f(x) αντίστοιχα, µε f(U) ⊆ V .
Ξέϱουµε ότι η τοπική παϱάσταση:

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U)→ ψ(V )

είναι διαϕοϱίσιµη µεταξύ ανοικτών υποσυνόλων του Rn, οπότε είναι και συνεχής. Επίσης, οι ϕ,
ψ−1 είναι συνεχής, οπότε µε σύνϑεση, η ψ−1 ◦ (ψ ◦ f ◦ ϕ−1) ◦ ϕ = f είναι συνεχής στο x.

Πϱόταση 1.9 (∆ιαϕόϱιση της σύνϑεσης). ΄Εστω f : M→Nκαι g : N→K δύο διαϕοϱίσιµες
(ή αντίστοιχα Ck−)συναϱτήσεις στα x ∈Mκαι f(x) ∈Nαντίστοιχα. Τότε η σύνϑεση g ◦f είναι
διαϕοϱίσιµη (ή αντίστοιχα Ck) στο x ∈M.

Απόδειξη: Θα ασχοληϑούµε, χωϱίς µεγάλη ϐλάϐη της γενικότητας, µε την Ck−πεϱίπτωση.
Αϕού η f είναι Ck, υπάϱχουν χάϱτες (U,ϕ), (V, ψ) των x και f(x) µε f(U) ⊆ V ώστε η:

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U)→ ψ(V )

να είναι Ck. Από την Παϱατήϱηση 1.4 για την Ck−συνάϱτηση g, µποϱούµε να επιλέξουµε
ως πεϱιοχή του f(x) τον χάϱτη (V, ψ) κι όχι έναν τυχαίο. Θεωϱώντας έναν χάϱτη (W, θ) του
g ◦ f(x), µποϱούµε επίσης να ϑεωϱήσουµε ότι g(V ) ⊆ W (αϕού γενικά, αν αυτό δεν συνέϐαινε,
ϑα µποϱούσαµε να αντικαταστήσουµε το V από το ‹V = V ∩ θ−1(W ) και το U από το ‹U =

U ∩ ψ−1(‹V )). Καταλήγουµε έτσι ότι η:

θ ◦ g ◦ ψ−1 : ψ(V )→ θ(W )

είναι Ck. Με σύνϑεση τώϱα, έπεται ότι η:

(θ ◦ g ◦ ψ−1) ◦ (ψ ◦ f ◦ ϕ−1) : ϕ(U)→ θ(W )

είναι Ck, δηλαδή η θ ◦ (g ◦ f) ◦ ϕ−1 είναι Ck, για κατάλληλους τοπικούς χάϱτες.

Παϱατήϱηση 1.5. ΄Εστω (M,T,A) µία διαϕοϱική (ή αντίστοιχα Ck−)πολλαπλότητα. Για κάϑε
τοπικό χάϱτη (U,ϕ), η ϕ είναι διαϕοϱίσιµη (ή αντίστοιχα Ck).

Απόδειξη: Και πάλι ϑα ασχοληϑούµε µόνο µε την Ck−πεϱίπτωση. ΄Εστω x ∈M. Μποϱούµε
να ϑεωϱήσουµε τους τοπικούς χάϱτες (U,ϕ),

(
ϕ(U), id

)
στο x και να παϱατηϱήσουµε ότι:

id ◦ ϕ ◦ ϕ−1 = id : ϕ(U)→ ϕ(U)

Οπότε η ϕ είναι µία Ck−συνάϱτηση.

Στη συνέχεια ϑα αναϕέϱουµε ένα σηµαντικό αποτέλεσµα σχετικά µε την τοπική διαφορισιµότητα
των συναϱτήσεων µεταξύ πολλαπλοτήτων. Θα δείξουµε ότι, για να είναι µία συνάϱτηση f : M→
N διαφορίσιµη (ή αντίστοιχα Ck) σε x ∈M, αϱκεί οι διάφοροι περιορισµοί:

(πiψ) ◦ f : M→N→ Rn → R (i− συντεταγµένη)

είναι διαϕοϱίσιµες για κάϑε i ∈ {1, · · · , n} (ή αντίστοιχα Ck). Ο (V, ψ) είναι τοπικός χάϱτης στο
f(x) και µε πi συµϐολίϹουµε τον πεϱιοϱισµό στον i−παϱάγοντα.
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Πϱόταση 1.10 (Χαρακτηρισµός της διαφορισιµότητας/του Ck). ΄Εστω f : M → N µία
συνάϱτηση και x ∈M. Τα ακόλουϑα ισοδυναµούν:

i. H f είναι τοπικά διαϕοϱίσιµη στο x (αντίστοιχα Ck).

ii. Για κάϑε g : Rn → R τοπικά διαϕοϱίσιµη στο f(x) (αντίστοιχα Ck), η g ◦ f είναι τοπικά
διαϕοϱίσιµη στο x (αντίστοιχα Ck).

iii. Για κάϑε πϱοϐολή πi, η (πiψ)◦f είναι τοπικά διαϕοϱίσιµη στο x (αντίστοιχα Ck). Ο (V, ψ)
είναι τοπικός χάϱτης στο f(x).

Απόδειξη: Θα ασχοληϑούµε µόνο µε την πεϱίπτωση του Ck.
(i⇒ ii.) Αυτό είναι συνέπεια της Πϱότασης 1.9.
(ii. ⇒ iii.) ΄Αµεσο αν τεϑεί g = πi.
(iii. ⇒ i.) Αυτό είναι ουσιαστικά το µόνο που χϱειάϹεται να αποδειχϑεί. Αϕού η (πiψ)◦f είναι

Ck στο x, για κάποιον τοπικό χάϱτη (U,ϕ) του x µε f(U) ⊆ V η:

id ◦
(
(πiψ) ◦ f

)
◦ ϕ−1 : ϕ(U)→ (πiψ)(V )

είναι Ck. ∆ηλαδή η (πiψ) ◦ f ◦ϕ−1 είναι Ck. ΜαϹεύοντας τους πϱοηγούµενους πεϱιοϱισµούς σε
διανυσµατική µοϱϕή, η:

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U)→ (πiψ)(V )

είναι Ck. Κατά συνέπεια, η f είναι Ck τοπικά στο x.

Κλείνοντας µε το κοµµάτι της διαϕοϱισιµότητας των συναϱτήσεων µεταξύ πολλαπλοτήτων,
σηµειώνουµε την ακόλουϑη πϱόταση:

Πϱόταση 1.11 (Λήµµα της συγκόλλησης). ΄Εστω (M,TM,A), (N,TN,B) δύο διαϕοϱικές (ή
αντίστοιχα Ck−)πολλαπλότητες και {Ui}i∈I ένα ανοικτό κάλυµµα του M. Εάν {fi : Ui →
N}i∈I είναι µία οικογένεια διαϕοϱίσιµων συναϱτήσεων (ή αντίστοιχα Ck) ώστε:

fi|Ui∩Uj = fj |Ui∩Uj

τότε υπάϱχει διαϕοϱίσιµη (ή αντίστοιχα Ck−)συνάϱτηση f : M→Nπου επεκτείνει τις fi.

Απόδειξη: Για κάϑε x ∈ M, ϐϱίσκουµε ix ∈ I ώστε x ∈ Ui και οϱίϹουµε f(x) = fix(x).
Από την υπόϑεση, αυτή η συνάϱτηση είναι καλά οϱισµένη (αϕού στις τοµές οι διάϕοϱες fi
συµπίπτουν).

Χωϱίς µεγάλη ϐλάϐη της γενικότητας, στη συνέχεια ϑα µελετήσουµε µόνο την πεϱίπτωση
των Ck−συναϱτήσεων. Εϕόσον κάϑε fi είναι Ck, ϑα υπάϱχουν χάϱτες (U,ϕ) και (V, ϕ) µε
fix(U) ⊆ V των x ∈ Ui και fix(x) ∈ ϕ(Ui) ώστε η:

ψ ◦ fix(x) ◦ ϕ−1 : ϕ(U)→ ψ(V )

να είναι Ck. ∆ηλαδή, από τον οϱισµό:

ψ ◦ f(x) ◦ ϕ−1 : ϕ(U)→ ψ(V )

Αυτό αποδεικνύει το Ϲητούµενο.
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Οϱισµός 1.10 (Υποπολλαπλότητες). ΄Εστω (M,T,A) µία διαφορική (αντίστοιχα Ck−) πολ-
λαπλότητα διάστασης m.

i. Γενικά µία πολλαπλότητα µε N⊆M ϑα καλείται υποπολλαπλότητα της M.

ii. Εάν N⊆M είναι ένα ανοικτό σύνολο, το Nεϕοδιασµένο µέ τη σχετική τοπολογία και τον
�σχετικό� άτλαντα B=

{
(U ∩N, ϕ|N)

∣∣ (U,ϕ) ∈ A
}

καϑίσταται διαϕοϱική (αντίστοιχα
Ck−)πολλαπλότητα διάστασης m.

iii. Επίσης, εάν για κάϑε p ∈Nυπάϱχει χάϱτης (U,ϕ) ∈Mώστε:

πiϕ|N = 0, για i > n+ 1

(όπου n < m και πi είναι ο περιορισµός στην i−συντεταγµένη), ϑα καλούµε την N εµφυ-
τευµένη υποπολλαπλότητα διάστασης n. Οι λεπτοµέρειες όσον αϕοϱά τη τοπολογική και
διαφορική δοµή ϑα διευκρυνιστούν αϱγότεϱα.

Παϱατήϱηση 1.6. ΄Εστω (M,T,A) µία διαϕοϱική (αντίστοιχα Ck−)πολλαπλότητα διάστασης
m. Μία εµϕυτευµένη υποπολλαπλότητα N διάστασης n γίνεται πϱάγµατι διαϕοϱική (αντίστοιχα
Ck−)πολλαπλότητα διάστασης n, εάν εϕοδιαστεί µε κατάλληλους χάϱτες και δοµή.

Απόδειξη: Η ιδιότητα του Hausdorff και δεύτεϱου αϱιϑµήσιµου τοπολογικού χώϱου κληϱονο-
µείται από τη M, αϕού N⊆M.

΄Οσον αϕοϱά τη τοπολογία, ϑεωϱούµε για κάϑε p ∈N χάϱτη (U,ϕ) της M όπως στον Οϱισµό
1.10. Στο σύνολο U ∩N οϱίϹουµε για κάϑε q:

ψ(q) = πn ◦ ϕ, όπου πn είναι ο πεϱιοϱισµός στις n− πϱώτες συντεταγµένες

και έτσι κατασκευάϹουµε χάϱτες (U ∩N, ψ) (αϕού έχουµε συνέχεια και αντίστϱοϕη συνέχεια. Το
αµϕιµονοσήµαντο είναι ϕανεϱό).

΄Οσον αϕοϱά τη διαϕοϱική δοµή, ϑεωϱούµε (U,ϕ), (‹U, ϕ̃) χάϱτες της Nκαι (V, ψ), (‹V , ψ̃) οι
αντίστοιχοι χάϱτες στο N. Εάν γϱάψουµε:

ψ̃ ◦ ψ = πn ◦ ϕ̃ ◦ ϕ−1 ◦ (πn|V )−1 : ψ(V )→ ψ(‹V )

ϑα παϱατηϱήσουµε ότι η µετάϐαση των χαϱτών είναι διαϕοϱίσιµη (αντίστοιχα Ck).

1.3 Οµαλές διαµεϱίσεις της µονάδας

Αυτό που µας ενδιαϕέϱει εν συνεχεία είναι οι διαµεϱίσεις της µονάδας. ∆ηλαδή, εάν {Ui}i∈I
είναι ένα κάλυµµα της πολλαπλότητας M, αναϹητούνται οικογένειες συναϱτήσεων {δi}i∈I µε
δi : M→ [0, 1], ώστε supp δi ⊆ Ui και η οικογένεια {supp δi}i∈I να είναι τοπικά πεπεϱασµένη.
Επιπλέον: ∑

i∈I
δi ≡ 1

(σε αυτήν την παϱουσίαση δεν ϑεωϱούµε τους ϕοϱείς κατ’ ανάγκη κλειστά σύνολα). Γενικά
ϑα αναϹητήσουµε οµαλές διαµεϱίσεις της µονάδας δi ∈ C∞, γιατί εν τέλει µόνο τέτοιες ϑα
χϱησιµοποιήσουµε (και πέϱαν αυτού, είναι κοινότοπο πλέον στη ϐιϐλιογϱαϕία να µελετόνται
µόνο οµαλές διαµεϱίσεις της µονάδας).

Υπάϱχουν διάφορες κατασκευές για τις διαµερίσεις της µονάδας, εκ των οποίων οι περισ-
σότερες χρησιµοποιούν ϕοϱείς που προέρχονται από µπάλες. Εµείς εδώ ϑα ϕτιάξουµε ϕοϱείς
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που προέρχονται από κύϐους. Αυτό δεν ϑα επηρεάσει την ανάπτυξη των αποτελεσµάτων, αϕού
κάϑε µπάλα περιέχει κύϐο µε το κέντρο της, και περιέχεται σε κύϐο.

Οϱισµός 1.11 (Οµαλές διαµεϱίσεις της µονάδας). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞−πολλαπλότητα
και {Ui}i∈I ένα ανοικτό κάλυµµα αυτής. Κάϑε οικογένεια συναϱτήσεων {δi : M→ R}i∈I µε
τις ιδιότητες:

i. 0 6 δi 6 1

ii δi ∈ C∞(M;R)

iii. supp δi ⊆ Ui και η {supp δi}i∈I είναι τοπικά πεπεϱασµένη.

iv.
∑

i∈I δi ≡ 1

καλείται οµαλή διαµέϱιση της µονάδας που κυϱιαϱχείται από το κάλυµµα {Ui}i∈I .

Λήµµα 1.2. ΄Εστω {(ai, bi)}i6n µία οικογένεια µη-κενών διαστηµάτων του R.

i. Υπάϱχει C∞(R;R) συνάϱτηση δ(0,1) ώστε supp δ(0,1) = (0, 1).

ii. Για κάϑε (ai, bi), υπάϱχει C∞(R;R) συνάϱτηση δ(ai,bi) ώστε supp δ(ai,bi) = (ai, bi).

iii. Υπάϱχει C∞(Rn;R) συνάϱτηση δγ ώστε supp δγ =
∏n
i=1(ai, bi).

Απόδειξη: Για το i: ΟϱίϹουµε τη συνάϱτηση:

h(x) = e−1/xχ(0,1)(x), όπου χ(0,1) είναι η δείκτϱια συνάϱτηση του (0, 1)

και επίσης:

δ(0,1)(x) = h(x) · h(1− x)

H δ(0,1) είναι C∞−συνάϱτηση, supp δ(0,1) = (0, 1) και 0 6 δ(0,1) 6 1.
Για το ii.: Η εν λόγω συνάϱτηση ϑα πϱοκύψει µε κατάλληλη �συστολοδιαστολή�. Συγ-

κεκριµένα ορίζουµε:

δ(ai,bi)(x) = δ(0,1)

Å
x− ai
bi − ai

ã
και τότε η δ(ai,bi) είναι C∞−συνάϱτηση µε supp δ(ai,bi) = (ai, bi) και 0 6 δ(ai,bi) 6 1.

Για το iii: ∆εδοµένου του ii., οϱίϹουµε:

δγ(x) =

n∏
i=1

δ(ai,bi)(x)

H δγ είναι C∞−συνάϱτηση µε supp δγ =
∏n
i=1(ai, bi) και 0 6 δγ 6 1.

Στην ουσία, όπως ϑα δούµε παϱακάτω, το πϱοηγούµενο Λήµµα 1.2 αποδεικνύει την ύπαϱξη
συναϱτήσεων επάϱµατος (bump functions).
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Οϱισµός 1.12 (Συναϱτήσεις επάϱµατος). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞−πολλαπλότητα, U ∈ T
και K ⊆ U κλειστό. Κάϑε συνάϱτηση δ : M→ R µε τις ιδιότητες:

i. 0 6 δ 6 1

ii. supp δ ⊆ U

iii. δ|K ≡ 1

καλείται συνάϱτηση επάϱµατος (bump function) του K, µε ϕοϱέα στο U .

K

Η ύπαϱξη συναϱτήσεων επάϱµατος ουσιαστικά αποτελεί µία οµαλή εκδοχή του λήµµατος του
Urisohn (Θεώϱηµα 1.1).

Θεωϱηµα 1.2 (Οµαλό λήµµα του Urisohn). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞−πολλαπλότητα, U ∈ T
και K ⊆ U κλειστό. Υπάϱχει συνάϱτηση επάϱµατος δ στο K, µε ϕοϱέα στο U . Μάλιστα, για
κάϑε K ⊆ V ⊆ U µποϱούµε να έχουµε supp δ = V .

Απόδειξη: Η απόδειξη είναι εκτενής και ϑα γίνει σε ϐήµατα.
Βήµα Ι: Από την απόδειξη της Παϱατήϱησης 1.1 (δηλαδή από την απόδειξη της Πϱότασης

1.3), γνωϱίϹουµε ότι κάϑε πολλαπλότητα έχει ϐάση από αντίστϱοϕες εικόνες ανοικτών µπαλών.
Μάλιστα, αϕού κάϑε µπάλα πεϱιέχει κύϐο και κάϑε κύϐος πεϱιέχεται σε µπάλα, υπάϱχει επίσης
ϐάση από αντίστϱοϕες εικόνες ανοικτών κύϐων.

Θεωϱούµε λοιπόν µία οικογένεια {Ci = ϕ−1
i (Ki)}i∈I από αντίστροφες εικόνες ανοικτών

κύϐων, ώστε M =
⋃
i∈I Ci. Λόγω της Πρότασης 1.5, η προηγούµενη οικογένεια µποϱεί να ϑεω-

ϱηθεί τοπικά πεπερασµένη. Επίσης, η προηγούµενη οικογένεια ϑα χϱειαστεί �µεγαλώσει� λίγο
και γίνει {C#

i = ϕ−1
i (K#

i )}i∈I , για Ki ⊂ K#
i ⊆ U . Το ότι µεγαλώνουµε τους κύϐους είναι

τεχνικό κοµµάτι και ϑα χϱειαστεί στη συνέχεια.
Τώϱα, από το Λήµµα 1.2, µποϱούµε να ϐϱούµε συνάϱτηση:

δ̃Ki : Rn → R

µε δ̃Ki ∈ C∞(Rn;R), supp δ̃Ki = Ki και 0 6 δ̃Ki 6 1. Κατά συνέπεια, οι:

δKi : M→ R µε δKi =

®
δ̃Ki ◦ ϕ−1 στο C#

i

0 στο M\Ci

είναι C∞(M;R) συναϱτήσεις µε supp δKi = Ci και 0 6 δKi 6 1. Το ότι είναι C∞ δικαιολογείται
από το λήµµα της συγκόλλισης, που είδαµε στην Πϱόταση 1.11. Εδώ στην ουσία χϱειαστήκαµε
τους µεγαλύτεϱους κύϐους K#

i .
Βήµα ΙΙ: Πϱοσϑέτοντας τις διάϕοϱες δKi , παίϱνουµε συνάϱτηση:

β =
∑
i∈I

δKi : M→ R
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Επειδή η οικογένεια {supp δKi = Ci}i∈I είναι τοπικά πεπεϱασµένη, το παϱαπάνω άϑϱοισµα
είναι ουσιαστικά πεπεϱασµένο για κάϑε x ∈ M, κι άϱα συγκλίνει κατά σηµείο. Επιπλέον, είναι
C∞−συνάϱτηση και β > 0. ∆ιαιϱώντας µε β οι:

δi =
δKi

β
: M→ R

είναι C∞ µε supp δi = Ci και 0 6 δi 6 1. Επιπλέον:∑
i∈I

δi =
∑
i∈I

δKi

β
≡ 1

Βήµα IΙΙ: Για τεχνικούς πάλι λόγους, η οικογένεια {Ci}i∈I που επιλέξαµε πϱοηγουµένως ϑα
µποϱούσε να είχε κατασκευαστεί µε διαϕοϱετικό τϱόπο. Θεωϱούµε ανοικτό σύνολο K ⊆ V ⊆ U
και κατασκευάϹουµε καλύµµατα:

M\K =
⋃

iK∈IK

CiK και V =
⋃

iV ∈IV

CiV

από αντίστροφες εικόνες κύϐων. Η οικογένεια {Ci}i∈I µε I = IK ∪ IV είναι οικογένεια αντι-
στρόφων εικόνων κύϐων και κάλυµµα του M.

Εάν οι δi είναι συναϱτήσεις όπως αυτές του Βήµατος ΙΙ, οϱίϹουµε:

δK =
∑
i∈IK

δi και δV =
∑
i∈IV

δi

Ισχύει ότι 0 6 δK 6 1, 0 6 δV 6 1, δK + δV = 1 και supp δK = M\K, supp δV = V . Επειδή
λοιπόν supp δK = M\K, supp δV = V και δK + δV = 1 µε δK , δV > 0, αναγκαστικά έχουµε:

δK ≡ 1 στο K και supp δK = V ⊆ U

Αν οϱίσουµε δ = δK , έχουµε τη Ϲητούµενη συνάϱτηση επάϱµατος του K, µε ϕοϱέα στο U .

Θεωϱηµα 1.3 (΄Υπαϱξη διαµεϱίσεων της µονάδας). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞−πολλαπλότητα
και {Ui}i∈I ένα ανοικτό κάλυµµα του M. Υπάϱχει µία οµαλή διαµέϱιση της µονάδας {δi}i∈I
που κυϱιασχείται από το {Ui}i∈I .

Απόδειξη: Εφόσον η πολλαπλότητες είναι παρασυµπαγείς τοπολογικοί χώϱοι, από την Πρό-
ταση 1.5 µποϱούµε να ϐϱούµε τοπικά πεπερασµένη εκλέπτυνση {Vj}j∈J του {Ui}i∈I µε Vj ⊆ Uij
(για κάποια επιλογή ij ).

Θεωϱώντας xj ∈ Vj , τα σύνολα {xj} είναι κλειστά, αϕού η M είναι Hausdorff (κι άϱα T1).
Εποµένως, από το Θεώϱηµα 1.2, µποϱούµε να ϐϱούµε επάϱµατα δ̃j στο {xj} µε ϕοϱέα στο
supp δ̃j = Vj ⊆ Uij . Επειδή τώϱα η {Vj}j∈J είναι τοπικά πεπεϱασµένη, το άϑϱοισµα:

β =
∑
j∈J

δ̃j : M→ R

έχει νόηµα. Επιπλέον, είναι C∞−συνάϱτηση µε β > 0.
Απαϱιϑµώντας διαϕοϱετικά, οϱίϹουµε:

δi =

®
δ̃j/β, εάν i = ij

0, διαϕοϱετικά
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και έχουµε: ∑
i∈I

δi =
∑
j∈J

δ̃j
β
≡ 1

Οι δi είναι C∞−συναϱτήσεις µε supp δi ⊆ Ui και 0 6 δi 6 1, άϱα συνηστούν µία διαµέϱιση της
µονάδας {δi}i∈I .

Τα αποτελέσµατα που αϕοϱούν τις διαµεϱίσεις τις µονάδας είναι πολλά και κάπως κύϱια
για τη διαϕοϱική γεωµετϱία. Παϱακάτω αναϕέϱουµε ένα εξ αυτών, που σχετίϹεται µε την οµαλή
επέκταση µίας συνάϱτησης.

Θεωϱηµα 1.4 (Βασικό ϑεώϱηµα επέκτασης). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞−πολλαπλότητα, K
ένα κλειστό σύνολο και U ένα ανοικτό υπεϱσύνολό του. Εάν η f : K → Rn είναι C∞, τότε
υπάϱχει οµαλή επέκταση f̃ : M→ Rn της f µε supp f̃ ⊆ U .

Απόδειξη: Εϕόσον η f είναι C∞ στο κλειστό σύνολο K, για κάϑε p ∈ K (εξ οϱισµού) υπάϱχει
πεϱιοχή Vp του p και οµαλή επέκταση f̃p της f |Vp∩A στο Vp. Μάλιστα, µποϱούµε να ϑεωϱήσουµε
χωϱίς πϱόϐληµα ότι Vp ⊆ U , από τη ϕυσιολογικότητα του χώϱου. Θεωϱούµε επίσης το ανοικτό
κάλυµµα:

{Vp | p ∈ K} ∪ {M\K}

και τη διαµέϱιση της µονάδας {δp}p∈K ∪ {δ} που αντιστοιχεί σε αυτό.
ΟϱίϹουµε τώϱα, εϕόσον η οικογένεια {supp δp}p∈K είναι τοπικά πεπεϱασµένη:

f̃(x) =
∑
p∈K

f̃p(x)δp(x)

και παϱατηϱούµε ότι η f̃ είναι C∞−συνάϱτηση. Πϱάγµατι, αυτό είναι συνέπεια του τοπικά
πεπεϱασµένου του αϑϱοίσµατος και της Πϱότασης 1.11. Επιπλέον, επειδή supp δ ⊆ M\A, για
κάϑε x ∈ K έχουµε: ∑

p∈K
δp(x) = 1, δηλαδή f̃(x) = f(x)

΄Οσον αϕοϱά τον ϕοϱέα, έχουµε:

supp f̃ =
⋃
p∈K

supp δk ⊆
⋃
p∈K

Vp ⊆ U





ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

Εϕαπτόµενοι χώϱοι, εϕαπτόµενες
δέσµες και διανυσµατικά πεδία

2.1 Εϕαπτόµενοι χώϱοι

∆εδοµένης µίας διαφορίσιµης πολλαπλότητας, µποϱεί να οριστεί ο �εφαπτόµενος χώϱος� σε
κάϑε σηµείο της. Μέσω κάποιων απλών παραδειγµάτων πολλαπλοτήτων, όπως είναι οι επιϕάνειες,
αυτό είναι ϕανερό: Ο εφαπτόµενος χώϱος είναι το εφαπτόµενο επίπεδο της επιϕάνειας. ∆ηλαδή,
είναι το σύνολο των διανυσµάτων του R3, τα οποία έχουν σηµείο επαϕής το σηµείο επαϕής του
εφαπτόµενου επιπέδου, και εφάπτονται στην επιϕάνεια.

Εάν E⊆ R3 είναι µία επιϕάνεια, ο εϕαπτόµενος χώϱος στο p ∈ E είναι το σύνολο:

TpE=
{

(p, u) ∈ {p} × R3 | Υπάϱχει διαϕοϱ. καµπύλη γ : (−ε, ε)→ Eµε γ(0) = p, γ′(0) = u
}

Αυτόν τον οϱισµό ϑα ϑέλαµε να επεκτείνουµε µε κάποιον τϱόπο και στις διαφορίσιµες πολ-
λαπλότητες.

Ο οϱισµός που δώσαµε για τον εϕαπτόµενο χώϱο µίας επιϕάνειας:

TpE=
{

(p, u) ∈ {p} × R3 | Υπάϱχει διαϕοϱ. καµπύλη γ : (−ε, ε)→ Eµε γ(0) = p, γ′(0) = u
}

και που χρησιµοποιείται στη διαφορική γεωµετϱία, ίσως είναι λίγο παραπλανητικός, καθώς
προϋποθέτει την ύπαϱξη της επιϕάνειας σε έναν µεγαλύτεϱο χώϱο, τον R3. Οι πολλαπλότητες
όµως, ως οντότητες, δεν χρειάζεται να περιέχονται σε έναν µεγαλύτεϱο χώϱο. Ας υποθέσουµε
λοιπόν ότι δίνουµε τον ακόλουϑο οϱισµό για τον εφαπτόµενο χώϱο στις πολλαπλότητες:

TpM=
{

(p, u) ∈ {p} × Rn | Υπάϱχει διαϕοϱ. καµπύλη γ : (−ε, ε)→M µε γ(0) = p και

D(ϕ ◦ γ)0(1) = u, για κάποιον τοπικό χάϱτη (U,ϕ) του p
}

Αν δώσουµε απεϱίσκεπτα µε αυτόν τον τϱόπο τη γενίκευση του οϱισµού του εϕαπτόµενου
χώϱου, στις επιϕάνειες ϑα έχουµε ένα πϱόϐληµα: Από τη µία ο εϕαπτόµενος χώϱος για τις
επιϕάνειες ϑα οϱίϹεται µέσω στοιχείων (p, u) ∈ {p} ×R3, κι από την άλλη για πολλαπλότητες ϑα
οϱίϹεται µέσω στοιχείων (p, u) ∈ {p}×Rn, όπου n είναι η διάσταση της πολλαπλότητας. ∆ηλαδή,
αν δούµε τις επιϕάνειες ως πολλαπλότητες κι όχι εµϕυτευµένες στο R3, o εϕαπτόµενος χώϱος
απαϱτίϹεται από στοιχεία της µοϱϕής (p, u) ∈ {p} × R2 κι όχι (p, u) ∈ {p} × R3.

Το ίδιο πϱόϐληµα ενδεχοµένως ϑα µποϱούσε να πϱοκύψει γενικά, εάν δεν πϱοσέχαµε και
ϑεωϱούσουµε µία οποιαδήποτε πολλαπλότητα εµϕυτευµένη σε µεγαλύτεϱο χώϱο-µοντέλο. Από
εδώ και στο εξής λοιπόν ϑα ξεχνάµε τις διάϕοϱες εµϕυτεύσεις και ϑα γϱάϕουµε το ακόλουϑο:
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Οϱισµός 2.1 (Ο εφαπτόµενος χώϱος γεωµετϱικά). ΄Εστω (M,T,A) µία διαφορίσιµη πολ-
λαπλότητα και p ∈M. Ορίζουµε τον εφαπτόµενο χώϱο της M στο p ∈Mως εξής:

TpM=
{

(p, u) ∈ {p} × Rn | Υπάϱχει διαϕοϱ. καµπύλη γ : (−ε, ε)→M µε γ(0) = p και

D(ϕ ◦ γ)0(1) = u, για κάποιον τοπικό χάϱτη (U,ϕ) του p
}

Κάϑε εφαπτόµενος χώϱος µποϱεί να γίνει διανυσµατικός χώϱος µε εσωτεϱικό γινόµενο, ορί-
Ϲοντας:1

(p, u) + (p, v) = (p, u+ v), λ · (p, u) = (p, λu) και 〈(p, u), (p, v)〉TpM = 〈u, v〉Rn

Παϱατήϱηση 2.1. ΄Εστω διαφορική πολλαπλότητα (M,T,A) και p ∈ M. Εάν υπάρχουν καµ-
πύλες γ, β : (−ε, ε)→Mώστε για κάποιον χάϱτη (U,ϕ) του p:

γ(0) = p και D(ϕ ◦ γ)0(1) = u

τότε για κάϑε χάϱτη (V, ψ) του p έχουµε D(ψ ◦ γ)0(1) = D(ψ ◦ β)0(1). ∆ηλαδή η σχέση επαϕής
δύο καµπυλών δεν εξαϱτάται από τον χάϱτη.

Απόδειξη: Πϱάγµατι:
D(ψ ◦ γ)0 = D(ψ ◦ ϕ−1 ◦ ϕ ◦ γ)0

και από τον κανόνα της αλυσίδας:

D(ψ ◦ ϕ−1 ◦ ϕ ◦ γ)0 = D(ψ ◦ ϕ−1)ϕ◦γ(0) ◦D(ϕ ◦ γ)0

Οπότε:
D(ψ ◦ ϕ−1)ϕ◦γ(0) ◦D(ϕ ◦ γ)0 = D(ψ ◦ ϕ−1)ϕ◦β(0) ◦D(ϕ ◦ β)0

και ακολουϑώντας τους ισχυϱισµούς αντίστϱοϕα παίϱνουµε:

D(ψ ◦ ϕ−1 ◦ ϕ ◦ β)0 = D(ψ ◦ β)0

Με τους οϱισµούς που δώσαµε, µποϱούµε να δείξουµε ότι TpM' Tϕ(p)Rn ως πϱος κάποιον
ισοµοϱϕισµό συνόλων, όπου n είναι η διάσταση της (µη εµϕυτευµένης) πολλαπλότητας και (U,ϕ)
χάϱτης στο p. Υπάϱχουν κι άλλοι οϱισµοί για τους εϕαπτόµενους χώϱους, εκ των οποίων ένας
παϱεµϕεϱής χϱησιµοποιεί κλάσεις ισοδυναµίας καµπυλών. Με τον άλλο οϱισµό, ο ισοµοϱϕισµός
TpM' Tϕ(p)Rn εξακολουϑεί να αληϑεύει.

Παϱατήϱηση 2.2. Για κάϑε n−διάστατη διαϕοϱική πολλαπλότητα (M,T,A) αληϑεύει:

TpM' Tϕ(p)Rn ως πϱος κάποιον ισοµοϱϕισµό συνόλων

(όπου Tϕ(p)Rn = {ϕ(p)} × Rn).

Απόδειξη: Θα χϱειαστεί να δείξουµε ότι για κάϑε
(
ϕ(p), u

)
∈ Tϕ(p)Rn υπάϱχει καµπύλη

γ : (−ε, ε)→M και χάϱτης (U,ϕ) ώστε:

γ(0) = p και D(ϕ ◦ γ)0(1) = u

1Εάν κανείς είναι εξοικειωµένος µε τις πολλαπλότητες Riemann, µποϱεί να απορίσει σχετικά µε την απόδοση
εσωτεϱικού γινοµένου στον εφαπτόµενο χώϱο. Σηµειώνουµε µόνο ότι το πϱόϐληµα γενικά στις πολλαπλότητες Rie-
mann είναι να δωθεί ένα χϱήσιµο για την �περίσταση� εσωτεϱικό γινόµενο. Επίσης, κανείς δεν εξασφαλίζει τη
µοναδικότητα του εσωτεϱικού γινοµένου. Με αυτά ϑα ασχοληθούµε σε επόµενο κεφάλαιο.
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Γι’ αυτό ϑα ϑεωϱήσουµε τυχόν χάϱτη (U,ϕ) στο p και ϑα οϱίσουµε:

γ(t) = ϕ−1
(
ϕ(p) + tu

)
Παϱατηϱούµε ότι γ(0) = p και D(ϕ ◦ γ)0(1) = u.

΄Οσον αϕοϱά τη γεωµετϱική πτυχή του εϕαπτόµενου χώϱου, σε αυτήν την παϱουσίαση ϑα
αϱκεστούµε στον πϱοηγούµενο οϱισµό. Για να είµαστε πλήϱεις, ϑα αναϕέϱουµε και τον οϱισµό
µε τις σχέσεις ισοδυναµίας των καµπυλών, καϑώς είναι συνήϑης.

Παϱατήϱηση 2.3. ΄Εστω n−διάστατη διαφορική πολλαπλότητα (M,T,A) και p ∈ M. Ο εφαπ-
τόµενος χώϱος ϑα µποϱούσε να οριστεί εναλλακτικά ως εξής:

TpM=
{ γ/∼p ∣∣ γ : (−ε, ε)→M διαϕοϱίσιµη καµπύλη µε γ(0) = p

}
Με αυτήν την οπτική αληϑεύει η σχέση TpM' Tϕ(p)Rn, ως πϱος κάποιον ισοµοϱϕισµό συνόλων.

Οι προηγούµενοι ορισµοί για τον εφαπτόµενο χώϱο είναι ισχυϱά γεωµετϱικοί. Εµείς ϑα χρησι-
µοποιήσουµε κυϱίως έναν άλλον οϱισµό, ο οποίος εµπλέκει παραγωγίσεις, και είναι κατάλληλος
για τη µετάϐαση στα διανυσµατικά πεδία. Σηµειώνουµε ότι αυτός ο ορισµός -όπως εξάλλου
συνηθίζεται στη ϐιϐλιογϱαϕία- ϑα περιοριστεί στις C∞−πολλαπλότητες.

∆εδοµένης µίας επιϕάνειας E, ας ϑεωϱήσουµε (µε τον γεωµετϱικό οϱισµό) ένα εϕαπτόµενο
διάνυσµα (p, u) στο p ∈ E. Αυτό το εϕαπτόµενο διάνυσµα µποϱεί να αποτελέσει κατεύϑυνση
µίας παϱαγώγου, δηλαδή µποϱούµε να οϱίσουµε την κατά κατεύϑυνση παϱάγωγο:

∂
(
(·) ◦ ϕ−1

)
∂u

∣∣∣
ϕ(p)

: C∞(E;R)→ R µε
∂(f ◦ ϕ−1)

∂u

∣∣∣
ϕ(p)

=
d

dt

∣∣∣
0
f ◦ ϕ−1

(
ϕ(p) + tu

)
όπου (U,ϕ) είναι τοπικός χάϱτης.

Κάϑε εϕαπτόµενο διάνυσµα αντιστοιχεί, µέσω της κατά κατεύϑυνσης παϱαγώγου, σε µία
�παϱαγώγιση�. Αυτή η ιδέα ϑα µας οδηγήσει σε έναν αϕειϱηµένο οϱισµό του εϕαπτόµενου
χώϱου, µέσω �παϱαγωγίσεων�.

Οϱισµός 2.2 (Παϱαγωγίσεις). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞−πολλαπλότητα και p ∈ M. Κάϑε
συνάϱτηση up : C∞(M;R) µε τις ακόλουϑες ιδιότητες:

i. Είναι γϱαµµική.

ii. Ικανοποιεί τον κανόνα του Leibnitz:

up(f · g) = up(f) · g(p) + f(p) · up(g)

ϑα καλείται παϱαγώγιση στο p.

΄Οπως και στις επιϕάνειες, στις πολλαπλότητες κάϑε γεωµετϱικό εφαπτόµενο διάνυσµα αντι-
στοιχεί σε µία παϱαγώγιση. Ενδιαφέρον έχει το γεγονός ότι υπάρχει και µία αντίστροφη αντισ-
τοιχία, δηλαδή από κάϑε παϱαγώγιση πϱοκύπτει ένα γεωµετϱικό εφαπτόµενο διάνυσµα. Λόγω
αυτού του δυϊσµού, ϑα µποϱούµε να ϕανταζόµαστε τον εφαπτόµενο χώϱο µίας πολλαπλότητας
ως χώϱο παραγωγίσεων.
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Πϱόταση 2.1. ΄Εστω (M,T,A) µία C∞−πολλαπλότητα, p ∈ M και µία παϱαγώγιση up στο
p. Εάν (U,ϕ) είναι τοπικός χάϱτης στο p, η up µποϱεί να γϱαϕεί στη µοϱϕή:

up(f) =
n∑
i=1

ui
∂(f ◦ ϕ−1)

∂xi

∣∣∣
ϕ(p)

για κάποια ui ∈ R

και κατά συνέπεια:

up(f) =
∂(f ◦ ϕ−1)

∂u

∣∣∣
ϕ(p)

, όπου u = (ui)i6n

Απόδειξη: Η απόδειξη ϑα γίνει σε ϐήµατα.
Βήµα Ι: Για αϱχή ϑα δείξουµε το εξής: Εάν h : U → R είναι µία C∞−συνάϱτηση σε ανοικτό

A, a = (a1, · · · , an) ∈ Rn και B(a, r) ⊆ A, τότε υπάϱχουν συναϱτήσεις gi : B(a, r)→ R ώστε:

gi(a) =
∂h

∂xi

∣∣∣
a
και h(x) = h(a) +

n∑
i=1

(xi − ai)gi(x) στο B(a, r)

Πϱάγµατι, γϱάϕουµε:

h(x)− h(a) =

∫ 1

0

d

dt
h
(
a+ t(x− a)

)
dt =

∫ 1

0

n∑
i=1

∂h

∂xi

∣∣∣
a+t(x−a)

·
d
(
a+ t(xi − ai)

)
dt

dt

και έχουµε:

h(x) = h(a) +
n∑
i=1

(xi − ai)
∫ 1

0

∂h

∂xi

∣∣∣
a+t(x−a)

dt

Θέτοντας gi(x) =
∫ 1

0 ∂h/∂xi|a+t(x−a) dt, έχουµε το Ϲητούµενο.
Βήµα ΙΙ: Θα οϱίσουµε:

ui = up(ϕi)

και ϑα δείξουµε ότι:

up(f) =
n∑
i=1

ui
∂(f ◦ ϕ−1)

∂xi

∣∣∣
ϕ(p)

Από το Βήµα Ι, σε κάποια πεϱιοχή ϕ−1
(
B
(
ϕ(p), r

))
, έχουµε:

f ◦ ϕ−1 ◦ ϕ(x) = f ◦ ϕ−1 ◦ ϕ(p) +
n∑
i=1

(
ϕi(x)− ϕi(p)

)
· gi(x)

δηλαδή:

f(x) = f(p) +
n∑
i=1

(
ϕi(x)− ϕi(p)

)
· gi(x)

Τώϱα, στις σταϑεϱές η up δίνει 0, κι αυτό είναι συνέπεια του κανόνα του Leibnitz (up(c) =
up(1) · c+ 1 · up(c) = 2up(c)). ΕϕαϱµόϹοντας λοιπόν την up:

up(f) =
n∑
i=1

(
up(ϕi) · gi ◦ ϕ(p) + 0 · up(gi)

)
κι επειδή gi ◦ ϕ(p) = ∂(f ◦ ϕ−1)/∂xi|ϕ(p):

up(f) =

n∑
i=1

up(ϕi) ·
∂(f ◦ ϕ−1)

∂xi

∣∣∣
ϕ(p)

=

n∑
i=1

ui
∂(f ◦ ϕ−1)

∂xi

∣∣∣
ϕ(p)
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Αυτή είναι όµως η Ϲητούµενη µοϱϕή.

Η πϱοηγούµενη Πϱόταση 2.1 µας επιτϱέπει να δώσουµε τον ακόλουϑο οϱισµό.

Οϱισµός 2.3 (Ο εφαπτόµενος χώϱος µε παραγωγίσεις). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞− πολ-
λαπλότητα και p ∈ M. Μποϱούµε να ορίσουµε εναλλακτικά τον εφαπτόµενο χώϱο της M

στο p ∈Mως εξής:

TpM= {up : C∞(M;R)→ R | up παϱαγώγιση στο p ∈M}

Παϱατήϱηση 2.4. Η Πϱόταση 2.1 εξασϕαλίϹει ότι οι Οϱισµοί 2.1 και 2.3 είναι ισοδύναµοι στις
C∞−πολλαπλότητες.

Παϱατήϱηση 2.5 (Τοπικότητα των παϱαγωγίσεων). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞−πολλαπλότητα και
συναϱτήσεις f, g ∈ C∞(M;R) που συµϕωνούν σε πεϱιοχή U του p. Για κάϑε up ∈ TpM έχουµε:

up(f) = up(g) δηλαδή up(f − g) = 0

Επόµενο ϐήµα στη µελέτη των εϕαπτόµενων χώϱων είναι οι απεικονίσεις µεταξύ εϕαπτόµενων
χώϱων διαϕοϱετικών πολλαπλοτήτων. ∆εδοµένης µίας απεικόνισης F : M→ N, µποϱούµε να
οϱίσουµε την πϱοώϑηση (pushforward) F∗, που είναι ένας τελεστής:

F∗ : TpM→ TF (p)Nµε F∗(up)(·) = up
(
(·) ◦ F

)
∆ηλαδή, για κάϑε f ∈ C∞(N;R), F∗(up)(f) = up(f ◦ F ). H F∗ �ϕτιάχνει� παϱαγωγίσεις στην
N από παϱαγωγίσεις στην M.

Στην ειδική πεϱίπτωση που η πολλαπλότητα N είναι η Rn (όπου n είναι η διάσταση της M)
και η F είναι ένας τοπικός οµοιοµοϱϕισµός ϕ του χάϱτη (U,ϕ) του p, έχουµε την πϱοώϑηση:

ϕ∗ : TpU → Tϕ(p)Rn

Μέσω της ϕ∗, µποϱούµε να µελετάµε παϱαγωγίσεις σε πολλαπλότητες µέσω παϱαγωγίσεων στον
Rn. Μάλιστα αυτό που ϑα δείξουµε αϱγότεϱα είναι ότι αν η ϕ είναι αµϕιδιαϕόϱιση (που στις
C∞−πολλαπλότητες είναι), τότε η ϕ∗ είναι ισοµοϱϕισµός.

Επίσης, πϱιν προχωρίσουµε στους ορισµούς, ας παρατηρήσουµε τη µοϱϕή του F∗ στην
πεϱίπτωση των χώϱων M= Rm, N= Rn. Για κάϑε f ∈ C∞(Rn;R) γράφουµε:

F∗(up)(f) =
m∑
j=1

uj
∂(f ◦ F )

∂xj

∣∣∣
p

=

m∑
j=1

uj

n∑
i=1

∂f

∂yi

∣∣∣
F (p)
· ∂Fi
∂xj

∣∣∣
p

=

n∑
i=1

Ñ
m∑
j=1

uj
∂Fi
∂xi

∣∣∣
p

é
· ∂f
∂yi

∣∣∣
F (p)

(από τον κανόνα της αλυσίδας) και παϱατηϱούµε ότι, ουσιαστικά, η παϱαγώγιση F∗(up) προέρχε-
ται από το διάνυσµα: Ñ

m∑
j=1

uj
∂Fi
∂xj

∣∣∣
p

é
i6n

και αντίστοιχα η F∗ από τον πίνακα:
(∂Fi/∂xj)

n,m
i,j=1

Κατά µία έννοια, η πϱοώϑηση F∗ έχει το ϱόλο του διαϕοϱικού, και κάποια συγγϱάµµατα τη
συµϐολίϹουν µε DF (πϱάγµα που εµείς ϑα αποϕύγουµε).
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Οϱισµός 2.4 (Πϱοώϑηση). ΄Εστω (M,TM,A) και (N,TN,B) δύο C∞−πολλαπλότητες και
F : M → N µία C∞−απεικόνιση. Η πϱοώϑηση (pushforward) της F από το p ∈ M στο
F (p) ∈N είναι ο τελεστής:

F∗ : TpM→ TF (p)Nµε F∗(up)(·) = up
(
(·) ◦ F

)

Πϱόταση 2.2 (Ιδιότητες της πϱοώϑησης). ΄Εστω (M,TM,A), (N,TN,B), (K,TK, C) τϱεις
C∞−πολλαπλότητες και F : M→N, G : N→K δύο C∞−απεικόνισεις.

i. H F∗ είναι γϱαµµικός τελεστής.

ii. (idM)∗ = idTpM

iii. (G ◦ F )∗ = G∗ ◦ F∗ : TpM→ TG◦F (p)K

Απόδειξη: Για το i.: ΄Εχουµε:

F∗(up + vp)(f) = up(f ◦ F ) + vp(f ◦ F ) = F∗(up)(f) + F∗(vp)(f)

Για το ii.: ΄Εχουµε:
(idM)∗(up)(f) = up(f) = idTpM(up)(f)

Για το iii.: Γϱάϕουµε:

(G ◦ F )∗(up)(f) = up(f ◦G ◦ F ) = F∗(up)(f ◦G) = (G∗ ◦ F∗)(up)(f)

Λήµµα 2.1. ΄Εστω (M,T,A) µία C∞−πολλαπλότητα και U ⊆ M ένα ανοικτό σύνολο. Εάν
i : U ↪→M είναι η εµϕύτευση, τότε η πϱοώϑηση i∗ : TpU → TpM είναι ισοµοϱϕισµός.

Απόδειξη: Θα δείξουµε ότι ker i∗ = {0}, οπότε η i∗ είναι 1− 1. ΄Εστω λοιπόν up ∈ TpU µε:

i∗(up) = 0, δηλαδή για κάϑε f ∈ C∞(M;R), up(f ◦ i) = 0

Επιχειϱούµε να δείξουµε ότι up = 0, δηλαδή up(g) = 0 για κάϑε g ∈ C∞(U ;R). Με ϐάση
τα πϱοηγούµενα λοιπόν, αϱκεί να δείξουµε ότι κάϑε τέτοια g είναι πεϱιοϱισµός κάποιας f ∈
C∞(M;R), ή τέλος πάντων (λόγω της τοπικότητας των παϱαγωγίσεων) οι f ◦ i, g να συµϕωνούν
σε σε πεϱιοχή του p. ∆ηλαδή αϱκεί να δείξουµε ότι κάϑε g έχει επέκταση στο M ή κάποιος
πεϱιοϱισµός της g έχει επέκταση στο M. Αυτό όµως είναι γνωστό αποτέλεσµα, και το έχουµε
στην ουσία δει στο Θεώϱηµα 1.4.

Για την ακϱίϐεια, µποϱούµε (όπως έχουµε δει αϱκετές ϕοϱές) να ϑεωϱήσουµε ανοικτό σύνολο
V µε p ∈ V ⊆ V ⊆ U , και να ϑεωϱήσουµε τη συνάϱτηση g|V . H g|V , από τo Θεώϱηµα 1.4,
επεκτείνεται σε g̃ ∈ C∞(M;R), και η g̃ συµϕωνεί µε τη g σε ανοικτή πεϱιοχή V ⊆ U . Από την
τοπικότητα των παϱαγωγίσεων έχουµε:

up(g) = up(g̃ ◦ i) = 0, για κάϑε g ∈ C∞(U ;R)

Για το επί, ϑεωϱούµε vp ∈ TpM και αναϹητούµε up ∈ TpU ώστε i∗(up) = vp. ΄Οπως και πϱιν,
µποϱούµε να ϑεωϱήσουµε ότι για κάϑε g ∈ C∞(U ;R) µία επέκταση g̃ ∈ C∞(M;R) της g|V .
Τότε µποϱούµε να οϱίσουµε:

up(g) = vp(g̃)
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και λόγω της τοπικότητας των παϱαγωγίσεων ϑα έχουµε:

i∗(up)(f) = up(f ◦ i) = vp(fif ◦ i) = vp(f)

Πϱόταση 2.3 (Ισοµορφισµοί µεταξύ των εφαπτόµενων χώϱων). ΄Εστω (M,TM,A), (N,TN,B)
δύο C∞−πολλαπλότητες και F : M→ N µία C∞−συνάϱτηση. Εάν η F είναι C∞− αµφιδι-
αφόριση, τότε η F∗ είναι ισοµορφισµός των TpM και TF (p)N. Κατά συνέπεια, εάν (U,ϕ) είναι
ένας τοπικός χάϱτης στο p, οι χώϱοι TpM και Tϕ(p)Rn είναι ισόµορφοι.

Απόδειξη: Από την Πϱόταση 2.2 η F∗ είναι γϱαµµική. Επίσης:

idTpM = (F−1 ◦ F )∗ = (F−1)∗ ◦ F∗ και idTF (p)
N= (F ◦ F−1)∗ = F∗ ◦ (F−1)∗

οπότε (F∗)
−1 = (F−1)∗.

Εάν (U,ϕ) είναι τοπικός χάϱτης στο p, τότε -σύµϕωνα µε τα πϱοηγούµενα- TpU ' Tϕ(p)Rn.
Από το Λήµµα 2.1 έπεται ότι TpM' Tϕ(p)Rn.

Παϱατήϱηση 2.6. Το Λήµµα 2.1 σε συνδυασµό µε την Πρόταση 2.3 δίνουν ότι dimTpU =
dimTpM= dimTϕ(p)Rn = n. Κατά συνέπεια, η:(

∂
(
(·) ◦ ϕ−1

)
/∂xi|ϕ(p)

)
i6n

είναι µία ϐάση των TpU , TpM.

Πϱόταση 2.4 (Τοπική έκϕϱαση της πϱοώϑησης). ΄Εστω (M,TM,A), (N,TN,B) δύο C∞−
πολλαπλότητες και F : M→ N µία C∞−συνάϱτηση. Εάν (U,ϕ), (V, ψ) είναι πεϱιοχές των
p ∈ M και F (p) ∈ N αντίστοιχα, τότε η F∗ εκϕϱάϹεται σε τοπικές συντεταγµένες µέσω του
πίνακα: (

∂(ψ ◦ F ◦ ϕ−1)i/∂xj
)n,m
i,j=1

Απόδειξη: Η απόδειξη ϑα γίνει σε ϐήµατα.
Βήµα Ι: Ας ασχοληϑούµε µε την πεϱίπτωση όπου M = Rm και N = Rn. Για κάϑε f ∈

C∞(Rn;R) γϱάϕουµε:

F∗(up)(f) =
m∑
j=1

uj
∂(f ◦ F )

∂xj

∣∣∣
p

=

m∑
j=1

uj

n∑
i=1

∂f

∂yi

∣∣∣
F (p)
· ∂Fi
∂xj

∣∣∣
p

=

n∑
i=1

Ñ
m∑
j=1

uj
∂Fi
∂xj

∣∣∣
p

é
· ∂f
∂yi

∣∣∣
F (p)

(από τον κανόνα της αλυσίδας) και παϱατηϱούµε ότι η παϱαγώγιση F∗(up) πϱοέϱχεται από το
διάνυσµα: Ñ

m∑
j=1

uj
∂Fi
∂xj

∣∣∣
p

é
i6n

και αντίστοιχα η F∗ από τον πίνακα:
(∂Fi/∂xj)

n,m
i,j=1

Βήµα ΙΙ: Ας ϑεωϱήσουµε τώϱα τη γενική πεϱίπτωση. Από το Βήµα Ι για τη συνάϱτηση
ψ ◦ F ◦ ϕ−1, έπεται ότι η F∗ παϱίσταται τοπικά µέσω του πίνακα:(

∂(ψ ◦ F ◦ ϕ−1)i/∂xj
)n,m
i,j=1
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2.2 Eϕαπτόµενες δέσµες

Για να ορίσουµε τα διανυσµατικά πεδία, γεωµετϱικά χρειάζεται να ϑεωρήσουµε εφαπτόµενα δι-
ανύσµατα στην πολλαπλότητα M, τα οποία �µεταβάλλονται οµαλά� καθώς το σηµείο εφαρµογής
τους αλλάζει. Χρειάζεται δηλαδή, από τη σκοπιά των παραγωγίσεων, να υπάρχει µία έννοια οµα-
λής µετάϐασης καθώς το σηµείο εϕαµογής p αλλάζει, µεταξύ των παραγωγίσεων up ∈ TpM.

Η έννοια αυτή της οµαλότητας δεν µποϱεί να οϱιστεί αυϑαίϱετα, γιατί κατ’ αϱχάς οι διάϕοϱες
παϱαγωγίσεις up ∈ TpM δεν ανήκουν στον ίδιο χώϱο, ο οποίος ϑα πϱέπει επιπϱοσϑέτως να έχει
µία κατάλληλη C∞−δοµή (δηλαδή να είναι C∞−πολλαπλότητα).

Οϱισµός 2.5 (Εϕαπτόµενες δέσµες). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞−πολλαπλότητα. ΟϱίϹουµε την
εϕαπτόµενη δέσµη τής ως εξής:

TM=
∐
p∈M

TpM=
⋃
p∈M

(
{p} × TpM

)
Επίσης, οϱίϹουµε τον πεϱιοϱισµό π : TM→M µε π

(
(p, up)

)
= p.

Αυτό που ουσιαστικά µας ενδιαϕέϱει, πϱοκειµένου να συνεχίσουµε στα διανυσµατικά πεδία,
είναι να πϱοσδώσουµε στο (πϱος το παϱόν απλώς) σύνολο TM µία δοµή C∞−πολλαπλότητας.

Ας σηµειώσουµε επίσης ότι, για λόγους συντοµίας, ϑα αναφερόµαστε στα στοιχεία της εφαπ-
τόµενης δέσµης απλώς ως παραγωγίσεις. ∆ηλαδή ϑα γράφουµε up αντί (p, up) και π(up) = p
αντί π

(
(p, up)

)
= p.

Λήµµα 2.2. ΄Εστω Nένα σύνολο. Υποϑέτουµε ότι έχουµε µία οικογένεια συνόλων {Vi}i∈I και µία
οικογένεια συναϱτήσεων ψi : Vi → Rn µε τις ακόλουϑες ιδιότητες:

i. Οι διάϕοϱες ψi είναι αµϕιµονοσήµαντες µε εικόνα ψi(Vi) ανοικτό υποσύνολο του Rn.

ii. Για οποιαδήποτε i, j ∈ I τα σύνολα ψi(Vi ∩ Vj), ψj(Vi ∩ Vj) είναι ανοικτά.

iii. Για κάϑε i, j ∈ I οι ψj ◦ ψ−1
i : ψi(Vi ∩ Vj)→ ψj(Vi ∩ Vj) είναι C∞−συναϱτήσεις.

iv. Αϱιϑµήσιµο πλήϑος των Vi καλύπτουν το N.

v. Για κάϑε p, q ∈ N διαϕοϱετικά σηµεία, είτε τα p, q ανήκουν στο ίδιο Vi, είτε υπάϱχουν Vi, Vj
ξένα σύνολα µε p ∈ Vi, q ∈ Vj .

Τότε το N µποϱεί να εϕοδιαστεί µε δοµή C∞−πολλαπλότητας, ώστε οι (Vi, ψi) να καϑίστανται
C∞−χάϱτες.

Απόδειξη: Θα εϱγαστούµε σε ϐήµατα.
Βήµα Ι: Θεωϱούµε το σύνολο:

B = {ψ−1
i (A) | A ⊆ Rn ανοικτό και i ∈ I}

και ισχυϱιϹόµαστε ότι είναι ϐάση κάποιας τοπολογίας. Πϱάγµατι, είναι πϱοϕανώς κάλυµµα του
N, και επιπλέον αν ϑεωϱήσουµε την τοµή:

ψ−1
i (Ai) ∩ ψ−1

j (Aj) = ψ−1
i

(
Ai ∩ (ψi ◦ ψ−1

j )(Aj)
)

ϑα παϱατηϱήσουµε ότι κι αυτό είναι σύνολο στη B. Αυτό συµϐαίνει διότι οι ψj ◦ ψ−1
i είναι

συνεχείς (ως οµαλές) και ψi ◦ ψ−1
j = (ψj ◦ ψ−1

i )−1. Η τοπολογία που κατασκευάϹουµε, έστω T,
είναι η αϱχική τοπολογία που πϱοκύπτει από την οικογένεια {ψi}i∈I .
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Εξ οϱισµού λοιπόν της τοπολογίας, οι ψi : Vi → ψi(Vi) είναι συνεχείς και αµϕιµονοσήµαντες.
Επιπλέον, εάν ψ−1

j (Aj) είναι ένα ϐασικό σύνολο, τότε:

ψi
(
Vi ∩ ψ−1

j (Aj)
)

= ψi(Vi) ∩ (ψi ◦ ψ−1
j )(Aj)

κι επειδή το ψi(Vi) είναι ανοικτό, ψi ◦ ψ−1
j = (ψj ◦ ψ−1

i )−1 και οι ψj ◦ ψ−1
i είναι συνεχείς, το

ψi
(
Vi ∩ψ−1

j (Aj)
)
είναι ανοικτό. Η ψi λοιπόν είναι ανοικτή, και κατά συνέπεια οµοιοµοϱϕισµός.

Βήµα ΙΙ: Η ιδιότητα v. εξασϕαλίϹει ότι ο χώϱος (N,T) είναι Hausdorff. Επιπλέον, µε την
ιδιότητα iv. ϑα δείξουµε ότι είναι και δεύτεϱος αϱιϑµήσιµος.

Παϱατηϱούµε ότι, λόγω τοπικού οµοιοµορφισµού µε ανοικτό υποσύνολο του Rn, τα Vi =
ψ−1
i

(
ψi(Vi)

)
είναι δεύτεϱοι αριθµήσιµοι χώϱοι (εννοείται µε τη σχετική τοπολογία). Ας συµβολί-

σουµε µε Bi µία αριθµήσιµη ϐάση του Vi (η οποία παϱατηϱήστε περιέχει σύνολα της µορφής
ψ−1
i (A), A ⊆ ψi(Vi) ⊆ Rn ανοικτό).

Θεωϱούµε (από την ιδιότητα iv.) {Vj}j∈J ⊆ {Vi}i∈I ένα αριθµήσιµο κάλυµµα του N. Ορί-
Ϲουµε:

BU =
{
ψ−1
j (A) ∈ Bj

∣∣ j ∈ J}
και παϱατηϱούµε ότι είναι σύνολο αϱιϑµήσιµo, αϕού οι δείκτες j ∈ J είναι αϱιϑµήσιµοι και τα
Bj είναι αϱιϑµήσιµα σύνολα. Επιπλέον η BU είναι ϐάση της T, οπότε ο (N,T) είναι δεύτεϱος
αϱιϑµήσιµος.

Βήµα ΙΙΙ: Από την ιδιότητα iii. έχουµε την οµαλότητα της µετάϐασης µεταξύ των χαϱτών.
Οπότε, ο άτλαντας B από τους χάϱτες (Vi, ψi) πϱοσδίδει µία C∞−δοµή στην πολλαπλότητα N,
κι έτσι η (N,T,B) γίνεται C∞−πολλαπλότητα.

Λήµµα 2.3 (Αλλαγή χαϱτών στις παϱαγωγίσεις). ΄Εστω (M,T,A) µίαC∞−πολλαπλότητα, (U,ϕ),

(‹U, ϕ̃) δύο χάϱτες στο p ∈M και up ∈ TpM. Εάν η up γϱάϕεται ως πϱος τον πϱώτο χάϱτη:

up(·) =

n∑
i=1

ui
∂
(
(·) ◦ ϕ−1

)
∂xi

∣∣∣
ϕ(p)

τότε ως πϱος τον δεύτεϱο:

up(·) =
n∑
j=1

(
n∑
i=1

ui
∂(ϕ̃ ◦ ϕ−1)j

∂xi

∣∣∣
ϕ(p)

)
·
∂
(
(·) ◦ ϕ̃−1

)
∂x̃j

∣∣∣
ϕ̃(p)

Απόδειξη: Αυτό είναι συνέπεια του κανόνα της αλυσίδας, αν γϱάψουµε:

∂
(
(·) ◦ ϕ̃−1 ◦ ϕ̃ ◦ ϕ−1

)
∂xi

∣∣∣
ϕ(p)

=
n∑
j=1

∂
(
(·) ◦ ϕ̃−1

)
∂x̃j

∣∣∣
ϕ̃(p)
· ∂(ϕ̃ ◦ ϕ−1)j

∂xi

∣∣∣
ϕ(p)

Θεωϱηµα 2.1 (H C∞−δοµή της εφαπτόµενης δέσµης). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞− πολ-
λαπλότητα διάστασης n και TMη εφαπτόµενη δέσµη της. ΥπάρχειC∞−δοµή στην TMπου την
καθιστάC∞−πολλαπλότητα διάστασης 2n, και τον περιορισµό π : TM→M,C∞−συνάϱτηση.

Απόδειξη: Η απόδειξη ϑα γίνει σε ϐήµατα.
Βήµα I: Αϱχικά ϑα κατασκευάσουµε τους χάϱτες της εϕαπτόµενης δέσµης. Για κάϑε p =

(p1, · · · , pn) ∈ M ϑεωϱούµε τοπικό χάϱτη (Up, ϕUp) και οϱίϹουµε Vp = π−1(Up), δηλαδή το
σύνολο όλων των παϱαγωγίσεων µε σηµεία εϕαϱµογής στο Up.

΄Επειτα γϱάϕουµε, από την Πϱόταση 2.1, κάϑε uq ∈ TqM:

uq(·) =
n∑
i=1

uqi
∂
(
(·) ◦ ϕ−1

Uq

)
∂xi

∣∣∣
ϕUq (q)
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και οϱίϹουµε τη συνάϱτηση:

ΦVp : Vp → R2n µε ΦVp(uq) =
(
(ϕUp)1(q), · · · , (ϕUp)n(q), uq1, · · · , u

q
n

)
Η ΦVp είναι αµφιµονοσήµαντη συνάϱτηση, αϕού (δεδοµένου του q) κάϑε παϱαγώγιση uq αν-
τιστοιχεί σε ένα διάνυσµα (uqi )i6n και κάϑε διάνυσµα (uqi )i6n αντιστοιχεί σε µία παϱαγώγιση
uq.

Βήµα ΙΙ: Εάν τώϱα ΦV , Φ‹V είναι δύο τέτοιες συναϱτήσεις, τα σύνολα:

ΦV

(
π−1(U) ∩ π−1(‹U)

)
= ϕU (U ∩ ‹U)× Rn

και
Φ‹V (π−1(U) ∩ π−1(‹U)

)
= ϕ‹U (U ∩ ‹U)× Rn

είναι ανοικτά στον R2n. Επιπλέον, για τις µεταϐάσεις έχουµε:

Φ‹V ◦ Φ−1
V

(
(ϕU )1(q), · · · , (ϕU )n(q), uq1, · · · , u

q
n)
)

= Φ‹V ( n∑
i=1

uqi
∂
(
(·) ◦ ϕ−1

U

)
∂xi

∣∣∣
ϕU (q)

)
=

=

(
(ϕ‹U )1(q), · · · , (ϕ‹U )n(q),

n∑
i=1

uqi
∂(ϕ‹U ◦ ϕ−1

U )1

∂xi

∣∣∣
ϕU (q)

, · · · ,
n∑
i=1

uqi
∂(ϕ‹U ◦ ϕ−1

U )n

∂xi

∣∣∣
ϕU (q)

)
από το Λήµµα 2.3. Λόγω της C∞−συµϐιϐαστότητας των χαϱτών ϕU , ϕ‹U , αποδεικνύεται η C∞−
συµϐιϐαστότητα των ΦV , Φ‹V .

Βήµα ΙΙΙ: Αν διαλέξουµε µία αριθµήσιµη ϐάση {Ui}i∈I της τοπολογίας του M, η {Vi =
π−1(Ui)}i∈I ικανοποιεί τις ιδιότητες του Λήµµατος 2.2, µέχϱι την iv. Για τον διαχωρισµό των
σηµείων του χώϱου, αϱκεί να παρατηρήσουµε ότι αν (p, up), (q, vq) ∈ TM, τότε έχουµε τα
ακόλουϑα: Αν p = q, τα στοιχεία (p, up), (q, vq) ανήκουν στο ίδιο Vi, κι αν p 6= q, από την
ιδιότητα Hausdorff της M µποϱούν να ϐρεθούν Ui, Uj µε:

p ∈ Ui, q ∈ Uj και Ui ∩ Uj = ∅

∆ηλαδή (p, up) ∈ π−1(Ui) = Vi, (q, vq) ∈ π−1(Uj) = Vj , Vi ∩ Vj = ∅. Από το Λήµµα 2.2, η
οικογένεια {(Vi,ΦVi)}i∈I πϱοσδίδει C∞−δοµή στη δέσµη TM.

Βήµα IV: Τέλος, ϑα δειξουµε ότι η π είναι C∞. Χϱησιµοποιώντας τους χάϱτες
(
Vi,ΦVi

)
και

(Ui, ϕUi), η τοπική παϱάσταση της π γίνεται:

ϕUi ◦ π ◦ Φ−1
Vi

(x1, · · · , x2n) = (x1, · · · , xn)

οπότε είναι C∞.

2.3 ∆ιανυσµατικά πεδία

∆εδοµένων των εϕαπτόµενων δεσµών, είναι δυνατόν να οϱίσουµε τα διανυσµατικά πεδία.

Οϱισµός 2.6 (∆ιανυσµατικά πεδία). ΄Εστω (M,T,A) µίαC∞−πολλαπλότητα και TMη εφαπ-
τόµενη δέσµη της. Κάϑε συνάϱτηση ξ : M→ TM, ξ ∈ C∞(M;TM) ώστε π ◦ ξ = id καλείται
C∞−διανυσµατικό πεδίο (ή απλά διανυσµατικό πεδίο) του M.

TMM

M

ξ

π
id
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... Το σύνολο των C∞−διανυσµατικών πεδίων του M το συµϐολίϹουµε µε X(M).

Στην ουσία, κάϑε διανυσµατικό πεδίο ξ : M → TM µποϱούµε να το ϕανταϹόµαστε ως
µία συλλογή παϱαγωγίσεων (ή εϕαπτόµενων διανυσµάτων), που µεταϐάλλονται οµαλά καϑώς το
σηµείο εϕαϱµογής αλλάϹει.

∆εδοµένης της Παϱατήϱησης 2.6, κάϑε παϱαγώγιση up ∈ TpM εκϕϱάϹεται τοπικά µέσω των
∂
(
(·) ◦ϕ−1

)
/∂xi|ϕ(p). Αυτήν την ιδέα ϑα επεκτείνουµε και στον χώϱο των διανυσµατικών πεδίων

X(M), και ϑα τη χϱησιµοποιήσουµε για την ανάπτυξη διάϕοϱων αποτελεσµάτων.
Θέλοντας να παϱαλείψουµε από τον συµϐολισµό τους διάϕοϱους χάϱτες (και να άϱουµε, κατά

κάποιον τϱόπο, την εξάϱτηση από �πολλούς� χάϱτες), ϑεωϱούµε για κάϑε p ∈ M έναν τοπικό
χάϱτη (U,ϕ), και συµϐολίϹουµε:

∂

∂xi

∣∣∣
p

=
∂
(
(·) ◦ ϕ−1

)
∂xi

∣∣∣
ϕ(p)

΄Οπως έχουµε ήδη δει, κάϑε up ∈ TpM γϱάϕεται (πλέον µε τον νέο συµϐολισµό):

up =
n∑
i=1

ui
∂

∂xi

∣∣∣
p

Εάν πράγµατι τα διανυσµατικά πεδία είναι µία �οµαλή µεταϐολή� των διάφορων στοιχείων
των εφαπτόµενων χώϱων, ϑα ϑέλαµε η παραπάνω γϱαϕή να τροποποιηθεί ώστε κάϑε διανυσ-
µατικό πεδίο ξ να γράφεται:

ξ(x) =
n∑
i=1

ξi(x)
∂

∂xi

∣∣∣
x

όπου ξi ∈ C∞(M;R).

Πϱόταση 2.5. ΄Εστω (M,T,A) µία C∞−πολλαπλότητα και ξ ∈ X(M). Το ξ παίϱνει τη
µοϱϕή:

ξ(x) =
n∑
i=1

ξi(x)
∂

∂xi

∣∣∣
x
, µε ξi ∈ C∞(M;R)

Απόδειξη: Εάν (U,ϕ), (V = π−1(U),Φ) είναι τοπικοί χάϱτες, από το γεγονός ξ ∈ C∞(M;TM)
έπεται ότι η τοπική παράσταση:

Φ ◦ ξ ◦ ϕ−1
(
ϕ1(x), · · · , ϕn(x)

)
=
(
ϕ1(x), · · · , ϕn(x), ξ1(x), · · · , ξn(x)

)
είναι C∞. ∆ηλαδή οι ξi, i ∈ {1, · · · , n} είναι παντού τοπικά C∞.
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Φυσικά ισχύει και το -κατά κάποιο τϱόπο- αντίστϱοϕο της πϱοηγούµενης πϱότασης. ∆ηλαδή,
κάϑε γϱαϕή

∑n
i=1 ξi∂/∂xi, ξi ∈ C∞(M;R) είναι διανυσµατικό πεδίο.

Οϱισµός 2.7 (∆ϱάσεις σε συναϱτήσεις). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞−πολλαπλότητα και ξ ∈
X(M). Εάν f ∈ C∞(M;R), οϱίϹουµε:

ξf(x) = ξ(x)(f)

∆ηλαδή:

ξf(x) =
n∑
i=1

ξi(x)
∂f

∂xi

∣∣∣
x

Παϱατήϱηση 2.7. ΄Εστω (M,T,A) µία C∞−πολλαπλότητα και ξ ∈ X(M). Χϱησιµοποιώντας τη
γϱαϕή της Πϱότασης 2.5, έχουµε:

ξi = ξπi, όπου πi είναι ο πεϱιοϱισµός στην i− συντεταγµένη

(δηλαδή η συνάϱτηση πi = ϕi : M→ Rn → R).

Απόδειξη: Πϱάγµατι, επειδή ∂πi/∂xj = 1 όταν i = j και 0 διαϕοϱετικά:

ξπi = ξi
∂πi
∂xi

= ξi

Πϱόταση 2.6. ΄Εστω (M,T,A) µία C∞−πολλαπλότητα.

i. Το σύνολο X(M) είναι ένας διανυσµατικός χώϱος. Μάλιστα, είναι ένα C∞(M;R)−
πϱότυπο.

ii. Μία απεικόνιση ξ : M→ TM είναι (εννοείται οµαλό) διανυσµατικό πεδίο εάν και µόνο
αν π ◦ ξ = id και για κάϑε f ∈ C∞(M;R) έχουµε ξf = ξ(·)(f) ∈ C∞(M;R)

iii. Ισχύει ο κανόνας του Leibnitz: Για κάϑε ξ ∈ X(M), p ∈M και f, g ∈ C∞(M;R)

ξ(p)(fg) = f(p)ξ(p)(g) + g(p)ξ(p)(f)

Απόδειξη: Για το i.: Η ιδιότητα του διανυσµατικού χώϱου είναι υπόϑεση ϱουτίνας να ελεγχϑεί.
΄Οσον αϕοϱά την ιδιότητα του πϱοτύπου, για κάϑε f ∈ C∞(M;R) και ξ ∈ X(M) έχουµε ότι οι
συντεταγµένες του fξ είναι fξi, που είναι C∞−συναϱτήσεις.

Για το ii.: (⇒) Εάν το ξ είναι διανυσµατικό πεδίο, τότε γϱάϕεται στη µοϱϕή:

ξ(x) =
n∑
i=1

ξi(x)
∂

∂xi
, µε ξi ∈ C∞(M;R)

Για κάϑε f ∈ C∞(M;R) έχουµε:

ξf(x) =

n∑
i=1

ξi(x)
∂f

∂xi

∣∣∣
x

οπότε ξf ∈ C∞(M;R).
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(⇐) Εάν f = πi (δηλαδή f = ϕi), τότε οι ξ(x)(πi) = ξi είναι C∞−συναϱτήσεις, άϱα το ξ είναι
διανυσµατικό πεδίο.

To iii. είναι συνέπεια των ιδιοτήτων των παϱαγωγίσεων.

Πϱόταση 2.7. ΄Εστω (M,T,A) µία C∞−πολλαπλότητα, p ∈ M και up ∈ TpM. Υπάϱχει
ξ ∈ X(M) ώστε:

ξ(p) = up

Απόδειξη: Αν γϱάψουµε:

up(·) =
n∑
i=1

ui
∂

∂xi

∣∣∣
p

ϑεωϱώντας τα ui σταϑεϱά, µποϱούµε να οϱίσουµε:

ξ(x) =

n∑
i=1

ui
∂

∂xi

∣∣∣
x

Μάλιστα, ϑα µποϱούσαµε να �πεϱιοϱίσουµε� το διανυσµατικό πεδίο σε µικϱότεϱο σύνολο,
πολλαπλασιάϹοντας µε έπαϱµα δ στο {p}.

Στις παϱαγωγίσεις είχαµε µελετήσει την πϱοώϑηση F∗ : TpM → TF (p)N µίας συνάϱτησης
F : M→ N, που στην ουσία µετέϕεϱε µία σχέση από τις πολλαπλότητες στους εϕαπτόµενους
χώϱους. Αντίστοιχη διαδικασία ϑέλουµε να υπάϱχει και µεταξύ χώϱων διανυσµατικών πεδίων
X(M), X(N).

Εδώ ϐέϐαια ϑα πϱέπει να προσέξουµε µεϱικές λεπτοµέρειες. Εµείς ενδεχοµένως, χρησι-
µοποιώντας τον οϱισµό:

F∗(up) = up
(
� ◦ F

)
: C∞(N;R)→ R

µποϱεί να ϑέλαµε να γενικεύσουµε γϱάϕοντας:

F∗(ξ) = ξ(♦)(� ◦ F ) : M→ TN, όπου ξ ∈ X(M)

Αυτό όµως, όπως γϱάψαµε παϱαπάνω, δεν έχει πεδίο οϱισµού το N, και συνεπώς δεν είναι
διανυσµατικό πεδίο στο X(N).

Για να �διοϱϑωϑεί� αυτό το πϱόϐληµα, ϑεωϱούµε τα F−συσχετισµένα πεδία.

Οϱισµός 2.8 (Συσχετισµένα διανυσµατικά πεδία). ΄Εστω (M,TM,A), (N,TN,B) δύο C∞−
πολλαπλότητες, F ∈ C∞(M;N) και ξ ∈ X(M), η ∈ X(N). Θα λέµε ότι τα ξ, η είναι F−
συσχετισµένα εάν για κάϑε p ∈M:

F∗
(
ξ(p)

)
= η

(
F (p)

)

Παϱατήϱηση 2.8. ΄Εστω (M,TM,A), (N,TN,B) δύο C∞− πολλαπλότητες, F ∈ C∞(M;N)
και ξ ∈ X(M), η ∈ X(N). Τα ξ, η είναι F−συσχετισµένα εάν και µόνο αν για κάϑε f ∈ C∞(N;R)
έχουµε:

F∗
(
ξ(·)
)
(f) = ξ(·)(f ◦ F ) = η

(
F (·)

)
(f)
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Θεωϱηµα 2.2. ΄Εστω (M,TM,A), (N,TN,B) δύο C∞− πολλαπλότητες. Εάν η F : M→N

είναι C∞−αµϕιδιαϕόϱιση, τότε κάϑε ξ ∈ X(M) είναι F−συσχετισµένο µε µοναδικό η ∈ X(N).

Απόδειξη: Εϕόσον η F είναι C∞−αµϕιδιαϕόϱιση, από την Πϱόταση 2.3 η F∗ : TpM →
TF (p)N είναι ισοµοϱϕισµός για κάϑε p ∈M. Για κάϑε q ∈N οϱίϹουµε:

η(q) = F∗

(
ξ
(
F−1(q)

))
Η η είναι C∞, αϕού αν πi είναι ο πεϱιοϱισµός στον i−παϱάγοντα (δηλαδή πi = ψi) η:

η(q)(πi) =

n∑
i=1

ξi
(
F−1(q)

)∂(πiF )

∂xi

∣∣∣
F−1(q)

είναι C∞(N;R)−συνάϱτηση. Κατά συνέπεια, η ∈ X(N).
Λόγω ισοµοϱϕισµού, το η ∈ X(N) είναι το µοναδικό F−συσχετισµένο διανυσµατικό πεδίο

µε το ξ ∈ X(M).

Πέϱα των �γενικών� διανυσµατικών πεδίων, έχει νόηµα να µελετήσουµε και διανυσµατικά
πεδία κατά µήκος απεικονίσεων.

Οϱισµός 2.9 (∆ιανυσµατικά πεδία κατά µήκος απεικονίσεων). ΄Εστω (M,TM,A), (N,TN,B)
δύοC∞− πολλαπλότητες και F : M→NµίαC∞−συνάϱτηση. ΜίαC∞−συνάϱτηση ξ : M→
TNλέγεται διανυσµατικό πεδίο κατά µήκος της F εάν π ◦ ξ = F .

TNM

N

ξ

π
F

ΣυµϐολίϹουµε το σύνολο των (οµαλών) διανυσµατικών πεδίων κατά µήκος της F µε X(F ).

΄Οπως και στην πεϱίπτωση των διανυσµατικών πεδίων, µποϱεί να αποδειχϑεί ότι το X(F ) είναι
γϱαµµικός χώϱος και C∞(M;R)−πϱότυπο.

Επιπλέον, αναλόγως µε την πεϱίπτωση των διανυσµατικών πεδίων, τα πεδία κατά µήκος
απεικονίσεων έχουν µία γϱαϕή χϱησιµοποιώντας τα ϐασικά διανυσµατικά πεδία ∂/∂yi.

Πϱόταση 2.8. ΄Εστω (M,TM,A), (N,TN,B) δύο C∞− πολλαπλότητες, F ∈ C∞(M;N) και
ξ ∈ X(F ). Τότε:

ξ(x) =
n∑
i=1

ξi(x)
∂

∂yi

∣∣∣
F (x)

, µε ξi ∈ C∞(M;R)

Απόδειξη: Εϕόσον ξ(x) ∈ TF (x)N, µποϱούµε να γϱάψουµε:

ξ(x) =

n∑
i=1

ξi(x)
∂

∂yi

∣∣∣
F (x)
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όπου οι ξi(x) είναι -πϱος το παϱόν- αϱιϑµοί. ΧϱειάϹεται τώϱα να δείξουµε ότι οι ξi είναι C∞−
συναϱτήσεις. Γι’ αυτό ϑεωϱούµε, δεδοµένων των χαϱτών (U,ϕ), (V, ψ), (W,Ψ) των x, F (x) και
ξ(x), την τοπική παϱάσταση:

Ψ ◦ ξ ◦ ϕ−1
(
ϕ1(x), · · · , ϕm(x)

)
=
(
ψ1

(
F (x)

)
, · · · , ψn

(
F (x)

)
, ξ1(x), · · · , ξn(x)

)
Η παϱάσταση αυτή είναι C∞, πϱάγµα που αποδεικνύει ότι ξi ∈ C∞(M;R).

Παϱατήϱηση 2.9. ΄Εστω (M,TM,A), (N,TN,B) δύο C∞− πολλαπλότητες, F ∈ C∞(M;N)
και ξ ∈ X(F ). Τότε:

ξi = ξπi, όπου πi είναι ο πεϱιοϱισµός στην i− συντεταγµένη

(δηλαδή η συνάϱτηση πi = ψi : N→ Rn → R).

Απόδειξη: Πϱάγµατι:

(ξπi)(x) = ξ(x)(πi) =

n∑
j=1

ξj(x)
∂πi
∂yj

∣∣∣
F (p)

= ξi(x)

2.4 Αγκύλη Lie στα διανυσµατικά πεδία

∆εδοµένων δύο διανυσµατικών πεδίων ξ, η ∈ X(M), ξέϱουµε ότι το ϐαϑµωτό άϑϱοισµά του
(δηλαδή το λf + µg) είναι διανυσµατικό πεδίο, αϕού ο X(M) είναι διανυσµατικός χώϱος. Για
τη σύνϑεση όµως ξ ◦ η, δεν µποϱούµε να αποδείξουµε ότι είναι διανυσµατικό πεδίο, και µάλιστα
εν γένει δεν είναι διανυσµατικό πεδίο. Η σύνϑεση έχει νόηµα µε τον εξής τϱόπο: Η η είναι ένα
διανυσµατικό πεδίο, οπότε η η(♦)(f) είναι η συνάϱτηση:

η(♦)(f) =

n∑
i=1

ηi(♦)
∂f

∂xi

∣∣∣
♦
∈ C∞(M;R)

όπου f ∈ C∞(M;R). Το ότι είναι πϱάγµατι C∞ δικαιολογείται από την τοπική της παϱάσταση:

η
(
ϕ−1(·)

)
(f) =

n∑
i=1

ηi
(
ϕ−1(·)

) ∂f
∂xi

∣∣∣
ϕ−1(·)

όπου (U,ϕ) είναι τοπικός χάϱτης. Αν λοιπόν δϱάσουµε µε το διανυσµατικό πεδίο ξ, παίϱνουµε:

ξ(♦)
(
η(�)(f)

)
=

n∑
i=1

ξi(♦)
∂
(
η(�)(f)

)
∂xi

∣∣∣
♦

H συνάϱτηση τώϱα (ξ ◦ η)(♦)(·) = ξ(♦)
(
η(�)(·)

)
δεν είναι κατ’ ανάγκη παϱαγώγιση. Για

παϱάδειγµα δεν ικανοποιεί πάντα τον κανόνα του Leibnitz. Εάν f, g ∈ C∞(M;R) και το (ξ ◦ η)
ήταν διανυσµατικό πεδίο, τότε:

(ξ ◦ η)(♦)(fg) = (ξ ◦ η)(♦)(f) · g(♦) + f(♦) · (ξ ◦ η)(♦)(g)

κι από την άλλη:

(ξ ◦ η)(♦)(fg) = ξ(♦)
(
η(�)(fg)

)
= ξ(♦)

(
η(�)(f) · g + f · η(�)(g)

)
=

= ξ(♦)
(
η(�)(f)

)
· g(♦) + η(♦)(f) · ξ(♦)(g) + ξ(♦)(f) · η(♦)(g) + f(♦) · ξ(♦)

(
η(�)(g)

)
=
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= (ξ ◦ η)(♦)(f) · g(♦) + f(♦) · (ξ ◦ η)(♦)(g)︸ ︷︷ ︸
Leibnitz µέϱος

+η(♦)(f) · ξ(♦)(g) + ξ(♦)(f) · η(♦)(g)

Παϱόλα αυτά, µποϱούµε να παϱατηϱήσουµε ότι η διαϕοϱά ξ ◦η−η ◦ξ ικανοποιεί τον κανόνα
του Leibnitz και είναι γϱαµµική. Μποϱείτε να δείτε ότι η διαϕοϱά διώχνει τα �µη Leibnitz� µέϱη
που εϕανίϹονται κατά την εκτέλεση του κανόνα του Leibnitz.

΄Ολα αυτά οδηγούν στον ακόλουϑο οϱισµό.

Οϱισµός 2.10 (Αγκύλη Lie). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞−πολλαπλότητα και ξ, η ∈ X(M).
ΟϱίϹουµε ως αγκύλη Lie την ποσότητα:

[ξ, η] = ξ ◦ η − η ◦ ξ

όπου:
(ξ ◦ η)(♦)(·) = ξ(♦)

(
η(�)(·)

)

Αυτό που ϑα δείξουµε στη συνέχεια είναι αυτό που µέσ’ τις άκϱες ήδη αναϕέϱαµε, ότι δηλαδή
για κάϑε δύο διανυσµατικά πεδία ξ, η ∈ X(M) η αγκύλη Lie [ξ, η] είναι επίσης διανυσµατικό
πεδίο του X(M). Αυτό ϑα δώσει στον χώϱο

(
X(M), [·, ·]

)
δοµή άλγεϐϱας Lie.

Πϱόταση 2.9 (Η αγκύλη Lie ως διανυσµατικό πεδίο). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞− πολ-
λαπλότητα και ξ, η ∈ X(M). Η αγκύλη Lie [ξ, η] είναι διανυσµατικό πεδίο, δηλαδή
[ξ, η] ∈ X(M).

Απόδειξη: Θεωϱούµε f ∈ C∞(M;R) και γϱάϕουµε:

ξ(♦)(f) =
n∑
i=1

ξi(♦)
∂f

∂xi

∣∣∣
♦

και:

η(♦)(f) =

n∑
i=1

ηi(♦)
∂f

∂xi

∣∣∣
♦

Οπότε, για το ξ(♦)
(
η(�)(f)

)
έχουµε:

ξ(♦)
(
η(�)(f)

)
=

n∑
i=1

ξi(♦)
∂
(
η(�)(f)

)
∂xi

∣∣∣
♦

=
n∑
i=1

ξi(♦)
n∑
j=1

∂

∂xi

∣∣∣
♦

Å
ηj(�)

∂f

∂xj

∣∣∣
�

ã
=

n∑
i=1

ξi(♦)
n∑
j=1

Å
∂ηj
∂xi

∣∣∣
♦
· ∂f
∂xj

∣∣∣
♦

+ ηj(♦) · ∂2f

∂xi∂xj

∣∣∣
♦

ã
=

n∑
j=1

(
n∑
i=1

ξi(♦)
∂ηj
∂xi

∣∣∣
♦

)
· ∂f
∂xj

∣∣∣
♦

+

n∑
j=1

n∑
i=1

ξi(♦)ηj(♦)
∂2f

∂xi∂xj

∣∣∣
♦

και εντελώς συµµετϱικά:

η(♦)
(
ξ(�)(f)

)
=

n∑
j=1

(
n∑
i=1

ηi(♦)
∂ξj
∂xi

∣∣∣
♦

)
· ∂f
∂xj

∣∣∣
♦

+
n∑
j=1

n∑
i=1

ξi(♦)ηj(♦)
∂2f

∂xi∂xj

∣∣∣
♦

Αϕαιϱώντας παίϱνουµε:

[ξ, η](♦)(f) =

n∑
j=1

(
n∑
i=1

ξi(♦)
∂ηj
∂xi

∣∣∣
♦
− ηi(♦)

∂ξj
∂xi

∣∣∣
♦

)
· ∂f
∂xj

∣∣∣
♦
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µε:
n∑
i=1

Å
ξi(♦)

∂ηj
∂xi

∣∣∣
♦
− ηi(♦)

∂ξj
∂xi

∣∣∣
♦

ã
∈ C∞(M;R)

Κατά συνέπεια η αγκύλη [ξ, η] είναι διανυσµατικό πεδίο µε:

[ξ, η](x) =

n∑
j=1

(
n∑
i=1

ξi(x)
∂ηj
∂xi

∣∣∣
x
− ηi(x)

∂ξj
∂xi

∣∣∣
x

)
· ∂

∂xj

∣∣∣
x

Πϱόταση 2.10 (Ιδιότητες της αγκύλης Lie). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞− πολλαπλότητα και
ξ, η, θ ∈ X(M).

i. [ξ, η] = −[η, ξ]

ii. Για λ ∈ R, [λξ + η, θ] = λ[ξ, θ] + [η, θ].

iii. Ισχύει η ταυτότητα του Jacobi:[
ξ, [η, θ]

]
+
[
η, [θ, ξ]

]
+
[
θ, [ξ, η]

]
= 0

Απόδειξη: Τα i. και ii. είναι συνέπεια του οϱισµού. Αυτό που χϱειάϹεται να αποδειχϑεί είναι
το iii.

Με πϱάξεις (και χωϱίς τα διαµάντια, για ευκολία στις πϱάξεις) ϐϱίσκουµε ότι:[
ξ, [η, θ]

]
= ξ
(
[η, θ]

)
− [η, θ](ξ) = ξ(η(θ))− ξ(θ(η))− η(θ(ξ)) + θ(η(ξ))[

η, [θ, ξ]
]

= η
(
[θ, ξ]

)
− [θ, ξ](η) = η(θ(ξ))− η(ξ(θ))− θ(ξ(η)) + ξ(θ(η))[

θ, [ξ, η]
]

= θ
(
[ξ, η]

)
− [ξ, η](θ) = θ(ξ(η))− θ(η(ξ))− ξ(η(θ)) + η(ξ(θ))

Πϱοσϑέτoντας, παίϱνουµε το Ϲητούµενο.

Οϱισµός 2.11 (∆ιανυσµατικά πεδία που µετατίθενται). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞− πολ-
λαπλότητα και ξ, η ∈ X(M). Εάν [ξ, η] = 0, ϑα λέµε ότι τα ξ, η µετατίθενται. Και πράγµατι,
από τον οϱισµό της αγκύλης Lie παίϱνουµε:

ξ(♦)
(
η(�)(·)

)
= η(♦)

(
ξ(�)(·)

)
το οποίο δικαιολογεί τον οϱισµό.

Παϱατήϱηση 2.10. ΄Εστω (M,T,A) µία C∞− πολλαπλότητα. Τα πεδία ∂/∂xi, ∂/∂xj ∈ X(M)
µετατίϑενται, δηλαδή: ï

∂

∂xi
,
∂

∂xj

ò
= 0

Απόδειξη: Πράγµατι, εφόσον οι συναρτήσεις που λειτουργούν ως ορίσµατα είναιC∞, επιτϱέπεται
η εναλλαγή των παϱαγώγων. ∆ηλαδή:

∂2

∂xi∂xj
=

∂2

∂xj∂xi
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ή αλλιώς: ï
∂

∂xi
,
∂

∂xj

ò
=

∂2

∂xi∂xj
− ∂2

∂xj∂xi
= 0

Πϱόταση 2.11. ΄Εστω (M,TM,A), (N,TN,B) δύο C∞− πολλαπλότητες, F ∈ C∞(M;N)
και ξ, η ∈ X(M), θ, ζ ∈ X(N). Εάν τα ξ, θ και η, ζ είναι F−συσχετισµένα, τότε για κάϑε
f ∈ C∞(M;R):

F∗
(
[ξ, η](·)

)
(f) = [θ, ζ]

(
F (·)

)
(f)

δηλαδή (από την Παϱατήϱηση 2.8) τα [ξ, η], [θ, ζ] είναι F−συσχετισµένα.

Απόδειξη: Θεωϱούµε f ∈ C∞(M;R) και γϱάϕουµε:

F∗
(
[ξ, η](♦)

)
(f) = [ξ, η](♦)(f ◦ F ) = ξ(♦)

(
η(�)(f ◦ F )

)
− η(♦)

(
ξ(�)(f ◦ F )

)
κι επειδή τα ξ, θ και η, ζ είναι F−συσχετισµένα:

F∗
(
[ξ, η](♦)

)
(f) = ξ(♦)

(
ζ(F (�))(f)

)
− η(♦)

(
θ(F (�))(f)

)
= θ
(
F (♦)

)(
ζ(�)(f)

)
− ζ
(
F (♦)

)(
θ(�)(f)

)
= [θ, ζ]

(
F (♦)

)
(f)

΄Εχουµε τελικά ότι:
F∗
(
[ξ, η](·)

)
(f) = [θ, ζ]

(
F (·)

)
(f)

2.5 ∆ιαϕοϱικές ϱοές

΄Εχοντας οϱίσει τα διανυσµατικά πεδία, µποϱούµε να αναϕεϱϑούµε στις διαϕοϱικές ϱοές στις
πολλαπλότητες.

Ας ϑεωϱήσουµε µία C∞−συνάϱτηση Θ : R×M→M, που έχει ως οϱίσµατα τον �χϱόνο� (t ∈
R) και τη �ϑέση� (p ∈ M), και που κατά κάποιον τϱόπο εκϕϱάϹει τη �µεταϕοϱά υλικού�. Σε
χϱόνο 0 µποϱούµε να ϕανταστούµε ότι δεν έχει υπάϱξει κάποια �µεταϕοϱά υλικού�, αϕού τη
στιγµή εκκίνησης αυτή υλοποιούνται οι αϱχικές µας συνϑήκες. Οπότε µποϱούµε να ϑεωϱήσουµε
Θ(0, p) = p. Από την άλλη, σε χϱόνο t+ s έχουµε τη ϱοή Θ(t+ s, p), η οποία -αν αυτή οϱίϹεται
µε λογικό τϱόπο- ϑα πϱέπει να µποϱεί να ϐϱεϑεί µελετώντας την µεταϕοϱά πϱώτα σε χϱόνο t, κι
έπειτα σε χϱόνο s µονάδες µετά το t, από το σηµείο Θ(t, p). ∆ηλαδή Θ(t+ s, p) = Θ

(
s,Θ(t, p)

)
.

Η έννοια της ϱοής µελετάται και στα δυναµικά συστήµατα, µε διαϕοϱετική οϱολογία (οι
συναϱτήσεις Θ λέγονται συναϱτήσεις µετάϐασης, και συνήϑως έχουν και κάποιον αϱχικό χϱόνο
t0, ενδεχοµένως διαϕοϱετικό του µηδενός).

Παϱάδειγµα ϱοής (λόγου χάϱη πϱος µία κατεύϑυνση v = (v1, v2)) στον R2 είναι η:

Θ
(
t, (x1, x2)

)
= (x1 + tv1, x2 + tv2)

Εδώ η µεταϕοϱά του υλικού γίνεται σε παϱάλληλες πϱος το v ευϑείες.
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Οϱισµός 2.12 (∆ιαϕοϱικές ϱοές). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞− πολλαπλότητα και Θ : R×M→
M µία C∞−συνάϱτηση. Η Θ ϑα καλείται διαϕοϱική ϱοή εάν:

i. Για κάϑε p ∈M, Θ(0, p) = p.

ii. Για κάϑε t, s ∈ R και p ∈M, Θ(t+ s, p) = Θ
(
s,Θ(t, p)

)
.

Μεϱικές ϕοϱές ϐλέπουµε τις διαφορικές ϱοές ως µονοπαϱαµετϱικές οικογένειες απεικονίσεων,
δηλαδή γράφουµε Θ(t, p) = Θt(p). Αυτό δεν είναι απλά αλλαγή στον συµβολισµό, καθώς έχει το
ακόλουϑο νόηµα: Καθεµία από τις συναρτήσεις Θt είναι µία C∞−αµϕιδιαϕόϱιση.

Παϱατήϱηση 2.11. ΄Εστω (M,T,A) µίαC∞− πολλαπλότητα και Θ : R×M→Mµία διαϕοϱική
ϱοή. Εάν Θt(·) = Θ(t, ·), τότε οι Θt είναι C∞−αµϕιδιαϕοϱίσεις, µε αντίστϱοϕο Θ−t.

Απόδειξη: Αϱκεί να παϱατηϱήσουµε ότι Θt ◦ Θ−t(p) = Θ(t − t, p) = p (δηλαδή είναι η
ταυτοτική απεικόνιση).

Οϱισµός 2.13 (Ολοκληϱωτικές καµπύλες). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞− πολλαπλότητα και
ξ ∈ X(M). Θα λέµε ότι µία C∞−καµπύλη γ : I → M (όπου I ⊆ R είναι ανοικτό διάστηµα)
είναι ολοκληϱωτική εάν:

γ∗

Å
d

dt

∣∣∣
t

ã
= ξ
(
γ(t)

)

Βάσει του οϱισµού, οι ολοκληϱωτικές καµπύλες είναι καµπύλες στην πολλαπλότητα M οι
οποίες ακολουϑούν τα �ϐέλη� του διανυσµατικού πεδίου ξ. Θυµηϑείτε ότι, από την Πϱόταση
2.4, η πϱοώϑηση γ∗ παίϹει το ϱόλο του διαϕοϱικού.

Μποϱούµε να συσχετίσουµε τις ολοκληϱωτικές καµπύλες µε τις διαϕοϱικές ϱοές µε τον εξής
τϱόπο: Θα δείξουµε ότι κάϑε τϱοχιά γ(t) = Θ(t, p) είναι ολοκληϱωτική καµπύλη. Για την οµαλή
µετάϐαση στο αποτέλεσµα, ϑα εισάγουµε την έννοια του απειϱοστικού γεννήτοϱα.

Εάν ϑεωρήσουµε Θ µία διαφορική ϱοή στη M, µποϱούµε να ορίσουµε τον απειϱοστικό γεννή-
τορα της µονοπαϱαµετϱικής οικογένειας αµφιδιαφορίσεων {Θt}t∈R. Ο απειϱοστικός γεννήτορας
είναι ένα διανυσµατικό πεδίο Θα το οποίο, στην ουσία, περιγράφει τη στιγµιαία µεταϐολή κατά
µήκος της ϱοής. Συγκεκριµένα ορίζουµε:

Θα(p)(f) = lim
∆t→0

1

∆t

(
f
(
Θ∆t(p)

)
− f(p)

)
To Θα είναι πϱάγµατι ένα διανυσµατικό πεδίο Θα ∈ X(M), όπως ϑα δούµε στην παϱακάτω

παϱατήϱηση.

Παϱατήϱηση 2.12. ΄Εστω (M,T,A) µία C∞− πολλαπλότητα, Θ : R ×M→ M µία διαϕοϱική
ϱοή και:

Θα(p)(f) = lim
∆t→0

1

∆t

(
f
(
Θ∆t(p)

)
− f(p)

)
Το Θα(♦)(·) είναι διανυσµατικό πεδίο του X(M).

Απόδειξη ΄Εστω p ∈Mκαι τοπικός χάϱτης (U,ϕ). ∆ιαλέγοντας αϱκετά µικϱά ε > 0, p ∈ V ∈ T
(λόγω του C∞ του Θ) µποϱούµε να έχουµε Θ

(
(−ε, ε)×V

)
⊆ U . Σε τοπικές λοιπόν συντεταγµένες

η Θ γίνεται: ‹Θ = ϕ ◦Θ ◦ (id, ϕ−1) : (−ε, ε)× ϕ(V )→ U → ϕ(U)
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Εάν επίσης ϑεωϱήσουµε f ∈ C∞(M;R), η f ϑα έχει τοπική παϱάσταση f̃ = f ◦ϕ−1. ∆ηλαδή,
σε τοπικές συντεταγµένες:

1

∆t

(
f̃
(‹Θ(∆t, ϕ(p))

)
− f̃

(
ϕ(p)

))
=

1

∆t

(
f̃
(‹Θ(∆t, ϕ(p))

)
− f̃

(
Θ(0, ϕ(p))

))
Παίϱνοντας όϱιο, καταλήγουµε ότι:

lim
∆t→0

1

∆t

(
f̃
(‹Θ(∆t, ϕ(p))

)
− f̃

(‹Θ(0, ϕ(p))
))

=
∂

∂t

∣∣∣
t=0

f̃
(‹Θ(t, ϕ(p))

)
και µε εϕαϱµογή του κανόνα της αλυσίδας:

lim
∆t→0

1

∆t

(
f̃
(‹Θ(∆t, ϕ(p))

)
− f̃

(‹Θ(0, ϕ(p))
))

=

n∑
i=1

∂‹Θi(·, ϕ(p))

∂t

∣∣∣
t=0
· ∂f ◦ ϕ

−1

∂xi

∣∣∣
ϕ(p)

Εάν λοιπόν συµϐολίσουµε:

Θα
i (♦) =

∂‹Θi(·, ϕ(♦))

∂t

∣∣∣
t=0
∈ C∞(M;R)

έχουµε:

Θα(♦)(·) =

n∑
i=1

Θα
i (♦)

∂

∂xi

∣∣∣
♦

Οϱισµός 2.14 (Απειϱοστικός γεννήτοϱας). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞− πολλαπλότητα και Θ :
R×M→M µία διαϕοϱική ϱοή. Ο απειϱοστικός γεννήτοϱας του Θ είναι το διανυσµατικό πεδίο
του X(M) που οϱίϹεται µέσω του τύπου:

Θα(p)(f) = lim
∆t→0

1

∆t

(
f
(
Θ∆t(p)

)
− f(p)

)

Θεωϱηµα 2.3. ΄Εστω (M,T,A) µία C∞− πολλαπλότητα, Θ : R ×M→ M µία διαϕοϱική
ϱοή και Θα ∈ X(M) ο απειϱοστικός γεννήτοϱάς της. Για κάϑε p ∈M οι τϱοχιές:

γ(·) = Θ(·, p)

είναι ολοκληϱωτικές καµπύλες του Θα.

Απόδειξη: Για κάϑε f ∈ C∞
(
M;R

)
έχουµε:

γ∗

Å
d

dt

∣∣∣
t

ã
(f) =

d

dt

∣∣∣
t
(f ◦ γ) = lim

∆t→0

1

∆t

(
f
(
γ(t+ ∆t)

)
− f

(
γ(t)

))
= lim

∆t→0

1

∆t

(
f
(
Θt+∆t(p)

)
− f

(
Θt(p)

))
= lim

∆t→0

1

∆t

(
f
(
Θt ◦Θ∆t(p)

)
− f

(
Θt(p)

))
= Θα

(
Θt(p)

)
(f) = Θα

(
γ(t)

)
(f)
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Πϱόταση 2.12. ΄Εστω (M,T,A) µία C∞− πολλαπλότητα, ξ ∈ X(M) και γ : I → M,
γ̃ : Ĩ → M δύο ολοκληϱωτικές καµπύλες του ξ. Εάν γ(0) = γ̃(0) = p, τότε γ|

I∩Ĩ = γ̃|
I∩Ĩ .

Σηµειώστε εδώ ότι µποϱούµε να υποϑέσουµε ότι 0 ∈ I ∩ Ĩ, µε κατάλληλη αναπαϱεµέτϱηση.

Απόδειξη: ΟϱίϹουµε το σύνολο:

J = {t ∈ I ∩ Ĩ | γ(t) = γ̃(t)} ⊆ I ∩ Ĩ

και ϑα δείξουµε ότι είναι κλειστάνοικτο (clopen) στο I ∩ Ĩ. Εϕόσον δεν είναι κενό (0 ∈ J ), ϑα
πϱέπει να είναι όλο το I ∩ Ĩ.

Για το ότι είναι κλειστό, αϱκεί να παϱατηϱήσουµε ότι για κάϑε ακολουϑία (tn)∞n=1 του J µε
tn → t έχουµε γ(tn) = γ̃(tn) και γ(tn) → γ(t), γ̃(tn) = γ̃(t). Εποµένως, γ(t) = γ̃(t) και κατά
συνέπεια t ∈ J .

Για το ανοικτό: ΄Εστω t0 ∈ J και τοπικός χάϱτης (U,ϕ) του γ(t0) = γ̃(t0). Από τη συνέχεια
των ολοκληϱωτικών καµπυλών, µποϱούµε να ϐϱούµε σύνολα I0, Ĩ0 µε γ(I0), γ̃(Ĩ0) ⊆ U . Επειδή
τώϱα οι εν λόγω καµπύλες είναι ολοκληϱωτικές, στο I0 ∩ Ĩ0 έχουµε τα γϱαµµικά συστήµατα
διαϕοϱικών εξισώσεων:

γ∗

Å
d

dt

∣∣∣
t

ã
(ϕi) =

d(ϕi ◦ γ)

dt

∣∣∣
t

= ξ
(
γ(t)

)
(ϕi) =

n∑
j=1

ξj
(
γ(t)

)∂ϕi
∂xj

∣∣∣
γ(t)

γ(0) = p

και:

γ∗

Å
d

dt

∣∣∣
t

ã
(ϕi) =

d(ϕi ◦ γ̃)

dt

∣∣∣
t

= ξ
(
γ̃(t)

)
(ϕi) =

n∑
j=1

ξj
(
γ̃(t)

)∂ϕi
∂xj

∣∣∣
γ̃(t)

γ̃(0) = p

εννοείται καϑώς i ∈ {1, · · · , n}. Τα συστήµατα αυτά, πέϱαν των διαϕοϱετικών συµϐολισµών, είναι
ίδια. Από τη µοναδικότητα λοιπόν της λύσης των γϱαµµικών συστηµάτων µε αϱχική συνϑήκη,
έχουµε ότι γ = γ̃ στο I0 ∩ Ĩ0 ⊆ I ∩ Ĩ. ∆ηλαδή t0 ∈ I0 ∩ Ĩ0 ⊆ J , κι άϱα το J είναι ανοικτό.

Συνέπεια της παϱαπάνω Πϱότασης 2.12 και του Θεωϱήµατος 2.3 είναι η ακόλουϑη παϱατήϱη-
ση:

Παϱατήϱηση 2.13. ΄Εστω (M,T,A) µία C∞− πολλαπλότητα, Θ : R ×M→ M µία διαϕοϱική
ϱοή και Θα ∈ X(M) ο απειϱοστικός γεννήτοϱάς της. Κάϑε ολοκληϱωτική καµπύλη του Θα είναι
πλήϱης, δηλαδή µποϱεί να επεκταϑεί ώστε να έχει πεδίο οϱισµού όλο το R.

Απόδειξη: ΄Εστω γ : I → M µία ολοκληϱωτική καµπύλη του Θα µε γ(0) = p. Επειδή η
γ̃(t) = Θ(t, p) είναι ολοκληϱωτική καµπύλη µε γ̃(0) = p, έπεται τελικά ότι:

γ = Θ(·, p)|I

Εκτός πάντως από �ολικές ϱοές�, δηλαδή διαϕοϱικές ϱοές Θ : R×M→M, υπάϱχουν και
οι �τοπικές ϱοές� Θ : I ×U → U , που -όπως ϕανεϱώνει η ονοµασία τους- πεϱιοϱίϹονται τοπικά
στην πολλαπλότητα.
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Οϱισµός 2.15 (Τοπικές διαϕοϱικές ϱοές). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞− πολλαπλότητα, p ∈M

και τοπικός χάϱτης (U,ϕ). Μία Θ : (−ε, ε) × U → M, C∞−συνάϱτηση, ϑα καλείται τοπική
διαϕοϱική ϱοή εάν:

i. Για κάϑε x ∈ U , Θ(0, x) = x.

ii. Για κάϑε t, s ∈ R µε |t+ s| < ε και x ∈ U , Θ(t+ s, x) = Θ
(
s,Θ(t, x)

)
.

Για τις τοπικές διαϕοϱικές ϱοές ισχύουν αποτελέσµατα ανάλογα µε τις ολικές ϱοές. Εξάλλου,
στις ολικές ϱοές -στην τελική- οι αποδείξεις γίνονται τοπικά. ∆εν ϑα ασχοληϑούµε λοιπόν µε την
απόδειξη ανάλογων αποτελεσµάτων.

Θεωϱηµα 2.4 (Γραµµικοποίηση των τοπικών ϱοών). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞− πολ-
λαπλότητα και Θ : (−ε, ε) × U → M µία τοπική διαφορική ϱοή στο p ∈ U . Εάν υπάρχει
q ∈ U ώστε Θα(q) 6= 0, τότε υπάχει δ > 0 και τοπικός χάϱτης (V, ψ), ώστε η Θ σε τοπικές
συντεταγµένες στο (−δ, δ)× V ⊆ (−ε, ε)× U να παίϱνει τη µοϱϕή:

ψ ◦Θ ◦ (id, ψ−1)
(
t, y1, · · · , yn

)
= (y1 + t, y2, y3, · · · , yn)

Απόδειξη: Η απόδειξη ϑα γίνει σε ϐήµατα.
Βήµα Ι: Θεωϱούµε την τοπική παϱάσταση της Θ:‹Θ = ϕ ◦Θ ◦ (id, ϕ−1) : (−ε, ε)× ϕ(U)→ U → ϕ(U)

και, χάϱην απλούστευσης, ϑεωϱούµε µε κατάλληλη µεταϕοϱά ϕ(q) = (0, · · · , 0). Επίσης, ϑα
ϑεωϱήσουµε (τϱοποποιώντας ενδεχοµένως την -ούτως ή άλλως αυϑαίϱετη- επιλογή του οϱισµού):

Θα(q) =
∂

∂x1

∣∣∣
q

=
∂
(
(·) ◦ ϕ

)
∂x1

∣∣∣
ϕ(q)

∆ηλαδή, ϑα ϑεωϱήσουµε τον τοπικό χάϱτη ϕ έτσι ώστε το Θα(q) ως �διάνυσµα�, να εϕάπτεται
στο ∂/∂x1|q.

Εν τω µεταξύ αυτό µποϱεί να γίνει, µε τον εξής τϱόπο: Από τη µοϱϕή του Θα σε τοπικές
συντεταγµένες, που είδαµε στην Παϱατήϱηση 2.12, έχουµε:

Θα(q)(f) =

n∑
i=1

∂‹Θi(·, 0)

∂t

∣∣∣
t=0
· ∂(f ◦ ϕ−1)

∂xi

∣∣∣
0

=

n∑
i=1

∂‹Θi(·, 0)

∂t

∣∣∣
t=0
· ∂f
∂xi

∣∣∣
q

δηλαδή η παϱαγώγιση Θα(q) αντιστοιχεί σε ένα διάνυσµα:Ç
∂‹Θi(·, 0)

∂t

∣∣∣
t=0

å
i6n

του Rn

Το διάνυσµα αυτό µποϱεί, µέσω οϱϑογώνιου µετασχηµατισµού τ , να µεταϕεϱϑεί ώστε να είναι
παϱάλληλο του x1. Εποµένως, η ϕ µποϱεί να τϱοποποιηϑεί µέσω οϱϑογώνιου µετασχηµατισµού
τ ώστε:

Θα(q) =
∂

∂x1

∣∣∣
q

=
∂
(
(·) ◦ ϕ

)
∂x1

∣∣∣
ϕ(q)

(δηλαδή η (τ ◦ ϕ) ◦ Θ ◦ (ϕ−1 ◦ τ−1) δίνει απειϱοστικό γεννήτοϱα Θα παϱάλληλο στο ∂/∂x1).
Μάλιστα, µε αυτόν τον τϱόπο ϑα έχουµε επίσης ότι:

∂‹Θi(·, 0)

∂t

∣∣∣
t=0

= 0 για τον νέο χάϱτη και i 6= 1
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Εάν, πέϱαν του οϱϑογώνιου µετασχηµατισµού, κάνουµε και �κανονικοποίηση� ώστε να έχουµε
µέτϱο 1:

∂‹Θ1(·, 0)

∂t

∣∣∣
t=0

= 1

Βήµα ΙΙ: ΟϱίϹουµε:

F : (−ε, ε)× ϕ(U)→ ϕ(U) µε F (y1, · · · , yn) =
Ä‹Θi(y1, 0, y2, · · · , yn)

ä
i6n

Παϱατηϱούµε ότι: ‹Θi

(
y1, 0, y2, · · · , yn

)
= ‹Θi

(
y1,‹Θ(0, 0, y2, · · · , yn)

)
οπότε, µε παϱαγώγιση ως πϱος y1:

∂‹Θi(·, 0)

∂y1

∣∣∣
y1=0

=
∂‹Θi(·, 0)

∂t

∣∣∣
t=0

=

®
1, εάν i = 1

0, εάν i 6= 0

Επιπλέον, µε παϱαγώγιση ως πϱος yj , j 6= 1:

∂‹Θi(0, 0, · · · , 0, yj , 0, · · · , 0)

∂yj

∣∣∣
yj=0

=
∂πi(0, 0, · · · , 0, yj , 0, · · · , 0)

∂yj

∣∣∣
yj=0

=

®
1, εάν i = j

0, εάν i 6= j

∆ηλαδή, ο πίνακας του διαϕοϱικού της F γίνεται:(
∂Fi/∂yj

)n,n
i,j=1

= Idn

Εϕόσον λοιπόν det
(
∂Fi/∂yj

)n,n
i,j=1

= 1 6= 0, υπάϱχει πεϱιοχή (−δ, δ)n ⊆ ϕ(U), 0 < δ < ε,
στην οποία η F αντιστϱέϕεται.

Βήµα ΙΙΙ: ΟϱίϹουµε ψ = F−1 ◦ ϕ και V = ψ−1
(
(−δ, δ)n

)
⊆ U . Θεωϱώντας την τοπική

παϱάσταση:

ψ ◦Θ ◦ (id, ψ−1) = (F−1 ◦ ϕ) ◦Θ ◦ (id, ϕ−1 ◦ F ) : (−δ, δ)× ψ(V )→ Rn

παϱατηϱούµε ότι:

(t, y1, · · · , yn) 7→
(
t, ϕ−1 ◦‹Θ(y1, 0, y2, · · · , yn)

)
7→
(‹Θi

(
t,‹Θ(y1, 0, y2, · · · , yn)

))
=
(‹Θi(t+ y1, 0, y2, · · · , yn)

)
7→ (t+ y1, y2, · · · , yn)

το οποίο είναι εν τέλει το Ϲητούµενο.

Ως τώϱα είδαµε ότι, δεδοµένης µίας ϱοής Θ, υπάϱχουν ολοκληϱωτικές καµπύλες του Θα,
και µάλιστα αυτές είναι οι Θ(·, p) ή τµήµατα αυτών. Λειτουϱγώντας κάπως αντίστϱοϕα, κανείς
ϑα µποϱούσε να αναϱϱωτηϑεί εάν το �αντίστϱοϕο� είναι δυνατόν. ∆ηλαδή, δεδοµένου ενός
διανυσµατικού πεδίου ξ, υπάϱχει ϱοή Θξ ώστε Θα

ξ = ξ; Η απάντηση που ϑα δώσουµε είναι
καταϕατική.

Πϱώτα υπενϑυµίϹουµε το ακόλουϑο ϑεώϱηµα από τις διαϕοϱικές εξισώσεις:

Θεωϱηµα 2.5 (΄Υπαϱξη λύσης σε σύστηµα συνήϑων διαϕοϱικών εξισώσεων). ΄Εστω U ⊆ Rn
ένα ανοικτό σύνολο και ε > 0. Εάν fi(t, x) : (−ε, ε)× U , i ∈ {1, · · · , n}, είναι µία οικογένεια
Ck−συναϱτήσεων, τότε υπάϱχει V ⊆ U ώστε σε σύνολο (−δ, δ) ⊆ (−ε, ε) να υπάϱχει Ck+1−
λύση:

x(t) =
(
x1(t), · · · , xn(t)

)
: (−δ, δ)→ U

του συστήµατος:
∂xi
∂t

∣∣∣
t

= fi
(
t, x(t)

)
, i ∈ {1, · · · , n}

µε αϱχική συνϑήκη x(0) = p, για τυχόν p ∈ V . Επιπλέον, για κάϑε p ∈ V η εν λόγω λύση είναι
µοναδική και η απεικόνιση x(t, p) (η λύση εξαϱτάται κι από το p) είναι Ck

(
(−δ, δ)× V ;U

)
.
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Ας ϑεωϱήσουµε τώϱα ένα διανυσµατικό πεδίο ξ ∈ X(U), U ⊆ Rn, κι ας το γϱάψουµε στη
µοϱϕή:

ξ(x) =

n∑
i=1

fi(x)
∂

∂xi

∣∣∣
x

Εάν γ είναι µία ολοκληϱωτική καµπύλη του ξ, τότε:

γ∗

Å
d

dt

∣∣∣
t

ã
= ξ
(
γ(t)

)
δηλαδή, αναπτύσσοντας τα διανυσµατικά πεδία:

d(f ◦ γ)

dt

∣∣∣
t

=

n∑
i=1

∂f

∂xi

∣∣∣
γ(t)
· dγi
dt

∣∣∣
t

=

n∑
i=1

fi
(
γ(t)

) ∂f
∂xi

∣∣∣
γ(t)

= ξ
(
γ(t)

)
(f)

Αυτό σηµαίνει ότι τα διανυσµατικά πεδία είναι ίσα εάν και µόνο αν η γ είναι λύση του:

∂γi
∂t

∣∣∣
t

= fi
(
γ(t)

)
, i ∈ {1, · · · , n}

που, δεδοµένης µίας αϱχικής συνϑήκης, από το Θεώϱηµα 2.5 έχει (τοπικά µοναδική) λύση.
Φαίνεται, δεδοµένου του Θεωϱήµατος 2.3 και της Παϱατήϱησης 2.13, ότι από τις ολοκληϱωτικές
καµπύλες ϑα µποϱεί ενδεχοµένως να οϱιστεί τοπική διαϕοϱική ϱοή.

Θεωϱηµα 2.6 (΄Υπαϱξη τοπικής διαϕοϱικής ϱοής). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞− πολλαπλότητα
και ξ ∈ X(M). Για κάϑε p ∈ M υπάϱχει τοπική διαϕοϱική ϱοή Θξ,V : (−δ, δ) × V → U µε
Θα
ξ,V = ξ|V και Θξ,V (0, p) = p.

Απόδειξη: Για p ∈ M ϑεωϱούµε το διανυσµατικό πεδίο ϕ∗(ξ) στο ϕ(U) ⊆ Rn. Από το
Θεώϱηµα 2.5 ϐϱίσκουµε ολοκληϱωτική καµπύλη γp(t) του ϕ∗(ξ) από το ϕ(p), σε σύνολο (−δ, δ)×‹V ⊆ (−ε, ε)× ‹U . Εάν τώϱα V = ϕ−1(‹V ), οϱίϹοντας:

Θξ,V (·, p) = ϕ−1 ◦ γp(·, p) στο (−δ, δ)× V

(χωϱίς πολλές λεπτοµέϱιες) έχουµε το Ϲητούµενο.

2.6 Το ϑεώϱηµα του Frobenius µε διανυσµατικά πεδία

Ας ϑεωϱήσουµε µία επιϕάνεια E = {(x, y, z) ∈ R3 | z = f(x, y)} εµϕυτευµένη στον R3. Σε
κάϑε σηµείο της επιϕάνειας µποϱούµε να ϐϱούµε τον εϕαπτόµενο χώϱο TpE, και γϱαµµικώς
ανεξάϱτητα διανύσµατα που τον παϱάγουν. Στο p η επιϕάνεια έχει κάϑετο διάνυσµα:

∇
(
f(x, y)− z)

)∣∣
p

=
(
∂f/∂x|p, ∂f/∂y|p,−1

)
και κάθετα σε αυτό (άϱα στον εφαπτόµενο χώϱο) ϐρίσκονται τα γραµµικώς ανεξάϱτητα διανύσ-
µατα: (

1, 0, ∂f/∂x|p
)
και

(
0, 1, ∂f/∂y|p

)
Με όϱους παϱαγωγίσεων, οι παϱακάτω παϱαγωγίσεις, για τα διάϕοϱα p, είναι γϱαµµικώς

ανεξάϱτητες και παϱάγουν τα TpE:

∂

∂x

∣∣∣
p

+
∂f

∂x

∣∣∣
p
· ∂
∂z

∣∣∣
p
και

∂

∂y

∣∣∣
p

+
∂f

∂y

∣∣∣
p
· ∂
∂z

∣∣∣
p
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∆ηλαδή, κατά µία έννοια, τα διανυσµατικά πεδία:

ξ =
∂

∂x
+
∂f

∂x
· ∂
∂z

και η =
∂

∂y
+
∂f

∂y
· ∂
∂z

παϱάγουν όλους τους TpE.
Αν όµως επιλεγεί µονάχα το ξ, µποϱούµε να πούµε ότι υπάρχει υποπολλαπλότητα N⊆ E της

οποίας οι εφαπτόµενοι χώϱοι παράγονται από το ξ; Γενικότεϱα, µε το ϑεώϱηµα του Frobenius
ϑα δείξουµε -υπό κάποιες συνϑήκες- ότι αν {ξk}k6n είναι οικογένεια γραµµικών ανεξάϱτητων
(σε κάϑε σηµείο) διανυσµατικών πεδίων σε πολλαπλότητα M διάστασης m, τότε υπάρχει υπ-
οπολλαπλότητα Nδιάστασης n της οποίας οι εφαπτόµενοι χώϱοι παράγονται από τα διάφορα ξk,
k ∈ {1, · · · , n}.

Ως πϱοκαταϱκτική έννοια, ϑα χϱειαστούµε την έννοια της κατανοµής.

Οϱισµός 2.16 (Κατανοµές χώϱων). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞−πολλαπλότητα διάστασης m
και 0 < n 6 m. Μία n−διάστατη κατανοµή χώϱων, έστω D, είναι µία επιλογή n−διάστατων
υποχώϱων των TpM, καϑώς p ∈M. Θα ϑεωϱούµε µάλιστα τις κατανοµές οµαλές, δηλαδή για
κάϑε p ∈Mϑα υπάϱχει πεϱιοχή U και οµαλά διανυσµατικά πεδία ξk ∈ X(M), k ∈ {1, · · · , n}
ώστε:

D(x) = span {ξk(x)}k6n για κάϑε x ∈ U

Οϱισµός 2.17 (Ολοκληϱωτικές υποπολλαπλότητες). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞− πολ-
λαπλότητα διάστασηςm και Dµία n−διάστατη κατανοµή, 0 < n 6 m. Μία υποπολλαπλότητα
N⊆M διάστασης n καλείται ολοκληϱωτική υποπολλαπλότητα της κατανοµής D εάν:

i∗(TyN) = D
(
i(y)
)
, για κάϑε y ∈N

όπου i : N→M είναι η εµϕύτευση.

Ο παϱακάτω ορισµός ϑα χρησιµοποιηθεί ως µία προϋπόθεση για το ϑεώϱηµα του Frobenius,
δηλαδή ϑα εξασφαλίζουµε την ύπαϱξη ολοκληϱωτικών υποπολλαπλοτήτων δεδοµένων �ενειλιγ-
µένων� (involutive) κατανοµών.

Οϱισµός 2.18 (Ενειλιγµένες κατανοµές). ΄Εστω (M,T,A) µίαC∞− πολλαπλότητα διάστασης
m και D µία n−διάστατη κατανοµή, 0 < n 6 m. Η κατανοµή D ϑα καλείται ενειλιγµένη
(involutive) εάν για κάϑε οικογένεια {ξk}k6n ⊆ X(M) που παϱάγει την D στο U :

[ξk, ξλ] =
n∑
j=1

Cjk,λξ
j

για κάποιες C∞−συναϱτήσεις Cjk,λ.

Για την απόδειξη του ϑεωρήµατος του Frobenius ϑα χρειαστούµε ένα λήµµα, το οποίο
αναϕέϱουµε παϱακάτω.

Λήµµα 2.4 (Κανονικοποίηση των πεδίων). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞− πολλαπλότητα διάστασης
m και {ξk}k6n µία οικογένεια γϱαµµικώς ανεξάϱτητων διανυσµατικών πεδίων του X(U), σε κάϑε
p ∈ U . Τα ακόλουϑα ισοδυναµούν:
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i. Για κάϑε p ∈ U υπάϱχει τοπικός χάϱτης (V, ψ) ώστε:

ξk =
∂
(
(·) ◦ ψ−1

)
∂xk

, k ∈ {1, · · · , n}

ii. [ξk, ξλ] = 0 για κάϑε k, λ ∈ {1, · · · , n}.

Απόδειξη: (i. ⇒ ii.) Αυτό είναι άµεσο, από τη µεταϑετικότητα των ϐασικών διανυσµατικών
πεδίων.

(ii. ⇒ i.) Κατ’ αϱχάς, από το Θεώϱηµα 2.6, υπάϱχουν τοπικές ϱοές Θξk,Vk
: (−δk, δk)×Vk →

U που αντιστοιχούν στα διανυσµατικά πεδία ξk. Από το Θεώϱηµα 2.4, µποϱούµε να ϐϱούµε
χάϱτες (εν γένει διαϕοϱετικούς σε κάϑε πεϱίπτωση) ώστε:‹Θξk,Vk

(t, x1, · · · , xn) = (x1, · · · , xk−1, xk + t, xk+1, · · · , xn)

Επιπλέον, για λόγους ευκολίας, ϑα διαλέξουµε αϱκετά µικϱό δ ώστε (−δ, δ) ⊆ (−δk, δk),
ϕVk(Vk) και ϕVk(p) ∈ (−δ, δ). ΟϱίϹουµε στο (−δ, δ)m:

h(t1, · · · , tn, xn+1, · · · , xm) =
(‹Θξ1,V1

)
t1
◦ · · · ◦

(‹Θξn,Vn

)
tn

(0, · · · , 0, xn+1, · · · , xm)

= (t1, · · · , tn, xn+1, · · · , xm)

και, παϱαγωγίϹοντας ως πϱος ti, i 6 n:

(ϕ−1
V1
◦ h)∗

Å
∂

∂ti

∣∣∣
ti

ã
(f) =

∂

∂ti

∣∣∣
ti

Ä
f ◦ ϕ−1

V1
◦‹Θξ1,V1 ◦ · · · ◦‹Θξn,Vn(0, · · · , 0, xn+1, · · · , xm)

ä
(όπου f ∈ C∞(M;R)). Λόγω της µεταϑετικότητας των πεδίων, οι ϱοές µετατίϑεται, και κατά
συνέπεια:

(ϕ−1
V1
◦ h)∗

Å
∂

∂ti

∣∣∣
ti

ã
(f) =

=
∂

∂ti

∣∣∣
ti

Å
f ◦ ϕ−1

V1
◦‹Θξi,Vi ◦‹Θξ1,V1 ◦ · · · ◦‹Θξi,Vi ◦ · · · ◦‹Θξn,Vn(0, · · · , 0, xn+1, · · · , xm)

ã
Το σύµϐολο (·) σηµαίνει ότι η εν λόγω ποσότητα παϱαλείπεται. Επειδή Θα

ξk,Vk
= ξk|Vk , k 6 n:

(ϕ−1
V1
◦ h)∗

Å
∂

∂ti

∣∣∣
ti

ã
(f) =

n∑
k=1

∂πk‹Θξi,Vi

∂ti
· ∂f
∂xk

= Θα
ξi,Vi

(
p
)
(f) = ξi(p)(f)

όπου p είναι ένα σηµείο που δεν µας απασχολεί ιδιαιτέϱως. Από την άλλη, από τον απλό τύπο
για την h:

(ϕ−1
V1
◦ h)∗

Å
∂

∂ti

∣∣∣
ti

ã
(f) =

∂f

∂ti

∣∣∣
ti

κι έτσι έχουµε δείξει ότι:

ξi =
∂

∂ti

∣∣∣
ti
, για i 6 n

Επιπλέον, είναι απλούστεϱο να διαπιστώσουµε ότι:

(ϕ−1
V1
◦ h)∗

Å
∂

∂xi

∣∣∣
xi

ã
=

∂

∂xi
, για i > n+ 1

Tα παϱαπάνω ουσιαστικά υλοποιούνται µέσω του χάϱτη ψ = (ϕ−1
V1
◦ h)−1 = h−1 ◦ϕV1 , οπότε

-τυπικά µιλώντας- για να δικαιολογηϑεί η πϱοηγούµενη διαδικασία χϱειάϹεται να αποδείξουµε
την αντιστϱοϕή του ϕ−1

V1
◦ h. Επειδή τα ξ1, · · · , ξn, ∂/∂xn+1, · · · , ∂/∂xm είναι ϐάση του TpM, η:

det(ϕ−1
V1
◦ h)∗ 6= 0 (σε τοπικές συντεταγµένες)
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Από το ϑεώϱηµα της αντίστϱοϕης απεικόνισης (και τη µοϱϕή του πίνακα της πϱοώϑησης, στην
Πϱόταση 2.4), εξασϕαλίϹεται τοπικά η αντιστϱοϕή που επιϑυµούσαµε.

Θεωϱηµα 2.7 (Θεώϱηµα του Frobenius). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞− πολλαπλότητα διάσ-
τασης m και D µία n−διάστατη κατανοµή. Η D είναι ενειλιγµένη εάν και µόνο αν υπάρχει
ολοκληϱωτική υποπολλαπλότητα N της κατανοµής D, που µάλιστα έχει χάϱτες των οποίων οι
m− n τελευταίες συντεταγµένες είναι σταθερές.

Απόδειξη: (⇒) Αυτή η κατεύϑυνση ϑα αποδειχϑεί σε ϐήµατα.
Βήµα Ι: Ας υποϑέσουµε για αϱχή ότι η D παϱάγεται από ξk τα οποία µετατίϑενται. Από το

Λήµµα 2.4, µποϱούµε να γϱάψουµε γύϱω από κάϑε p ∈M:

∂

∂xi
= ξi|V , για i 6 n

για χάϱτη (V, ψ). Μάλιστα, µε µεταϕοϱά µποϱούµε να ϑεωϱήσουµε ότι ψi(p) = 0, i 6 n.
ΟϱίϹουµε:

N= {q ∈M | ψi(q) = 0, i > n+ 1}

και παϱατηϱούµε ότι αυτό είναι ολοκληϱωτική υποπολλαπλότητα της D που πεϱιέχει το p.
Βήµα ΙΙ: Ας ϑεωϱήσουµε (U,ϕ) έναν χάϱτη στο p και ξk, k ∈ {1, · · · , n} διανυσµατικά πεδία,

γϱαµµικώς ανεξάϱτητα στο p. Με κατάλληλη αναδιάταξη, µποϱούµε να υποϑέσουµε ότι τα:

ξ1(p), · · · , ξn(p),
∂

∂xn+1

∣∣∣
p
, · · · , ∂

∂xm

∣∣∣
p

αποτελούν ϐάση του TpU . Επιπλέον, από το ενειλιγµένο της κατανοµής:

[ξk, ξλ](p) ∈ D(p)

Εάν πn είναι ο πεϱιοϱισµός στις n−πϱώτες συντεταγµένες, µποϱούµε να ϑεωϱήσουµε την
�πϱοώϑηση�:

(πn ◦ ϕ)∗ : TU → TRn

που οϱίϹεται µέσω των πϱοωϑήσεων (πn ◦ ϕ)∗ : TqU → TqRn:

(πn ◦ ϕ)∗

(
m∑
i=1

ui
∂

∂xi

∣∣∣
q

)
=

n∑
i=1

ui
∂

∂xi

∣∣∣
(πn◦ϕ)(q)

Επειδή λοιπόν ker(πn ◦ ϕ)∗|TqU = span{∂/∂xi|q}i>n+1, η απεικόνιση:

(πn ◦ ϕ)∗|D(q) : D(q)→ T(πn◦ϕ)(q)Rn

είναι ισοµοϱϕισµός. Μάλιστα, από συνέχεια µποϱεί να επιλεγεί V ⊆ U πεϱιοχή του p ώστε
τα ξk(q) να παϱαµένουν γϱαµµικά ανεξάϱτητα στο TqU\ ker(πn ◦ ϕ)∗|TqU και οι αντίστοιχες
απεικονίσεις (πn ◦ ϕ)∗|D(q) : D(q)→ T(πn◦ϕ)(q)Rn, q ∈ V γϱαµµικοί ισοµοϱϕισµοί.

ΟϱίϹουµε στο V :

ηi(q) = (πn ◦ ϕ)∗|−1
D(q)

Å
∂

∂xi

∣∣∣
(πn◦ϕ)(q)

ã
, για i 6 n

και παϱατηϱούµε ότι έτσι τα ηi, ∂/∂xi είναι (πn ◦ ϕ)−συσχετισµένα. Κατά συνέπεια, από την
Πϱόταση 2.11:

(πn◦ϕ)∗
(
[ηi, ηj ](q)

)
=
[
(πn◦ϕ)∗(η

i), (πn◦ϕ)∗(η
j)
](

(πn◦ϕ)(q)
)

=

ï
∂

∂xi
,
∂

∂xj

ò (
(πn◦ϕ)(q)

)
= 0
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κι άϱα [ηi, ηj ](q) ∈ ker(πn ◦ ϕ)∗|TqU . Επειδή τώϱα η D είναι ενειλιγµένη, [ηi, ηj ](q) ∈ D(q), και
από την ιδιότητα του ισοµοϱϕισµού της (πn ◦ ϕ)∗|D(q):

(πn ◦ ϕ)∗|D(q)

(
[ηi, ηj ](q)

)
= 0⇒ [ηi, ηj ](q) = 0

Αναγόµαστε έτσι στο Βήµα Ι και αποδεικνύουµε αυτήν την κατεύϑυνση.
(⇐) Εάν ϑεωϱήσουµε {ξk}k6n µία οικογένεια γϱαµµικώς ανεξάϱτητων διανυσµατικών πεδίων

της Nπου παϱάγουν την κατανοµή D, ο πίνακας:

Ξ = (ξij)i,j είναι αντιστϱέψιµος µε Ξ−1 = (ηij)i,j

Από την απόδειξη της Πϱότασης 2.9, µποϱούµε να γϱάψουµε:

[ξi, ξj ] =
n∑
j=1

(
n∑
i=1

ξi
∂ηj
∂xi
− ηi

∂ξj
∂xi

)
· ∂

∂xj

κι έπειτα, από την αντιστϱεψιµότητα του πίνακα Ξ, να αντικαταστήσουµε τα ϐασικά διανυσµατικά
πεδία από τα:

∂

∂xj
=

n∑
i=1

n∑
k=1

ηjkξ
k
i

∂

∂xi
=

n∑
k=1

ηjk

(
n∑
i=1

ξki
∂

∂xi

)
=

n∑
k=1

ηjkξ
k

∆ηλαδή ϑα έχουµε:

[ξi, ξj ] =

n∑
j=1

(
n∑
i=1

ξi
∂ηj
∂xi
− ηi

∂ξj
∂xi

)
·

(
n∑
k=1

ηjkξ
k

)

κι άϱα το Ϲητούµενο.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

Πλειογϱαµµικές συναϱτήσεις και
διαϕοϱικές µοϱϕές

3.1 Πλειογϱαµµικές συναϱτήσεις και τανυστικά γινόµενα

Οι διαφορικές µορφές είναι κατασκευασµένες ώστε να ολοκληρώνονται. Μέσω των διαφορικών
µορφών µποϱούµε -µεταξύ άλλων- να υπολογίσουµε στοιχειώδεις όγκους σε ορισµένες πολ-
λαπλότητες, και (ολοκληρώνοντας) να υπολογίσουµε διάφορους όγκους γεωµετϱικών αντικειµένων.

΄Ενα γνωστό παϱάδειγµα υπολογισµού στοιχειώδους όγκου -κι εν πϱοκειµένω εµϐαδού- είναι
το στοιχειώδες εµϐαδόν σε πολικές συντεταγµένες.

dr

r · dθ

Θεωϱώντας τα dr, r · dθ ως διανύσµατα, το στοιχειώδες εµϐαδόν γίνεται r · |dr× dθ|, κι οπότε
µποϱούµε να υπολογίσουµε:

vol B =

∫
B
r · |dr × dθ|

όπου B = B(0, 1).
Αν τώϱα εισάγουµε και τις συντεταγµένες, για παϱάδειγµα µίας επιϕάνειας µε τοπικό χάϱτη

(V, ψ), µποϱούµε να γϱάψουµε:∫
ψ(V )

f ◦ ψ−1(x, y) · |dψ−1(x)× dψ−1(y)| =
∫
ψ(V )

f ◦ ψ−1(x, y) · vol

Å
∂ψ−1

∂x
,
∂ψ−1

∂y

ã
για τον υπολογισµό ενός ολοκληϱώµατος σε επιϕάνεια, όπου f : V → R.

Βέϐαια, για να είµαστε περισσότερο ακϱιϐείς, η έννοια της διαφορικής µορφής είναι κάπως
πιο χαρακτηριστική στις ϱοές κι όχι τόσο στους όγκους, που ούτως ή άλλως (όπως ϑα δούµε
αϱγότεϱα) είναι µία έννοια προβληµατική στις πολλαπλότητες. Εάν ϑεωρήσουµε µία διανυσ-
µατική συνάϱτηση f : B → R3 που εκφράζει κάποιου είδους ϱοή (λόγου χάϱη ηλεκτρική ϱοή /
µαγνητική ϱοή), µποϱούµε να γράψουµε:∫

B
f(r, θ) · (r · dr × dθ)



56 Κεϕάλαιο 3. Πλειογϱαµµικές συναϱτήσεις και διαϕοϱικές µοϱϕές

υπολογίϹοντας έτσι τη συνολική ϱοή διαµέσου του B.
Γενικά οι διαφορικές µορφές, ας πούµε ω, ϕαίνεται να δέχονται διανύσµατα και να επιστρέψ-

ουν αριθµούς, όπως για παϱάδειγµα είναι το στοιχειώδες εµβαδόν:

ω

Å
∂ψ−1

∂x
,
∂ψ−1

∂y

ã
= vol

Å
∂ψ−1

∂x
,
∂ψ−1

∂y

ã
΄Οσον αϕοϱά τις �ϱοές�, εκεί η διαϕοϱική µοϱϕή ω έχει τον ϱόλο της πϱοϐολής στο εξωτεϱικό
κάϑετο διάνυσµα (ενδεχοµένως πολλαπλασιασµένο µε σταϑεϱά).

ω
(
dr, dθ

)
= f(r, θ) · (r · dr × dθ)

Φαίνεται ότι, µελετώντας:

• Συναϱτήσεις από εϕαπτόµενα διανύσµατα του χώϱου στο R,

• Μία γενίκευση του εξωτεϱικού καϑέτου διανύσµατος, και κατά συνέπεια,

• Την οϱίϹουσα,

ϑα µποϱούµε να µελετήσουµε στοιχειώδεις �όγκους� (τουλάχιστον σε κάποιες πεϱιπτώσεις),
�εξωτεϱικά κάϑετα διανύσµατα� και �ϱοές� σε πολλαπλότητες.

Οϱισµός 3.1 (Πλειογϱαµµικές συναϱτήσεις). ΄Εστω V m =
∏m
i=1 V ένας διανυσµατικός χώϱος

γινόµενο. Μία συνάϱτηση f : V m → R ϑα καλείται πλειογϱαµµική εάν για κάϑε i ∈ {1, · · · ,m}
η:

f(v1, · · · , vi−1, (·), vi+1, · · · , vm)

είναι γραµµική. ∆ηλαδή, µία πλειογραµµική συνάϱτηση είναι γραµµική σε κάϑε της συντεταγ-
µένη. Η συνάϱτηση f καλείται επίσηςm−τανυστής, και το αντίστοιχο σύνολο τωνm−τανυστών
συµβολίζεται µε Tm(V ).

∆ιάϕοϱες γνωστές συναρτήσεις είναι τανυστές. Για παϱάδειγµα, το πραγµατικό εσωτεϱικό
γινόµενο 〈·, ·〉 είναι ένας τανυστής, αϕού είναι γραµµικό ως πϱος κάϑε µεταβλητή. Αυτή η
παϱατήϱηση επίσης µας δείχνει ότι δεν είναι κατ’ ανάγκη γραµµική κάϑε πλειογραµµική συνάϱτη-
ση. Για την ακϱίϐεια, οι δύο έννοιες συµπίπτουν µόνο όταν m = 1.

Πϱάγµατι, από το m = 2 αϱχίϹουν να υπάϱχουν πϱοϐλήµατα της ακόλουϑης ϕύσεως:

f(λv1, λv2) = λ2f(v1, v2)

ενώ στις γϱαµµικές συναϱτήσεις f(λv1, λv2) = f
(
λ(v1, v2)

)
= λf(v1, v2). ΄Οταν ϐέϐαια m = 1,

έχουµε την ταύτιση T1(V ) = V ∗, όπου V ∗ είναι ο δυϊκός του V .
΄Αλλο παϱάδειγµα πλειογϱαµµικής συνάϱτησης είναι η ίδια η οϱίϹουσα. Εάν ϑεωϱήσουµε την

οϱίϹουσα ως συνάϱτηση των στηλών του πίνακα:

det

ÜÜ
v1,1

...

vm,1

ê
, · · · , λ

Ü
v1,i

...

vm,i

ê
, · · · ,

Ü
v1,m

...

vm,m

êê
= λ det

Ü
v1,1 · · · vm,1

...
. . .

...

vm,1 · · · vm,m

ê
κι επιπλέον αξιωµατικά (από τον οϱισµό της οϱίϹουσας), πϱοκύπτει η αϑϱοιστικότητα ως πϱος τις
στήλες.

Παϱατήϱηση 3.1. ΄Εστω V ένας διανυσµατικός χώϱος. Το Tm(V ) µε τις πϱάξεις τις κατά σηµείο
πϱόσϑεσης και του εξωτεϱικού πολλαπλασιασµού γίνεται διανυσµατικός χώϱος.
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Εϕόσον οι διανυσµατικοί χώϱοι Tm(V ) -κατά µία έννοια- πϱοέϱχονται από το V , αναµένεται
ότι µέσω της ϐάσης του V ϑα µποϱούν να εξαχϑούν κάποια συµπεϱάσµατα για τουςm−τανυστές.

Παϱατήϱηση 3.2. ΄Εστω V ένας διανυσµατικός χώϱος και f, g ∈ Tm(V ). Εάν {b1, · · · , bn} είναι
µία ϐάση του V και για κάϑε I = (i1, · · · , im) ∈ {1, · · · , n}m:

f(bi1 , · · · , bim) = g(bi1 , · · · , bim)

τότε f = g.

Απόδειξη: Αυτό το αποτέλεσµα είναι ανάλογο του ότι κάϑε γϱαµµική συνάϱτηση καϑοϱίϹεται
από τα στοιχεία της ϐάσης του χώϱου.

Για την απόδειξη, γϱάϕουµε:

vi =

n∑
j=1

ci,jbj

και λόγω πλειογϱαµµικότητας υπολογίϹουµε:

f(v1, · · · , vm) =
n∑

j1=1

c1,j1f(bj1 , v2, · · · , vm) = · · · =
∑

16j1,··· ,jm6n

(
m∏
i=1

ci,ji

)
f(bj1 , · · · , bjm)

Ανάλογο ανάπτυγµα παίϱνουµε και για τη g, πϱάγµα που αποδεικνύει το Ϲητούµενο.

Με την παϱαπάνω παϱατήϱηση µποϱούµε να µελετήσουµε τη ϐάση του διανυσµατικού χώϱου
Tm(V ) των m−τανυστών.

Πϱόταση 3.1 (Βάση του Tm(V )). ΄Εστω V ένας διανυσµατικός χώϱος µε ϐάση {b1, · · · , bn}.
Εάν µε I συµϐολίσουµε το τυχόν διάνυσµα I = (i1, · · · , im), υπάϱχει µοναδικός m−τανυστής
ϕI ∈ Tm(V ) ώστε:

ϕI(bj1 , · · · , bjm) =

®
0, I 6= (j1, · · · , jm)

1, I = (j1, · · · , jm)

Οι τανυστές ϕI , καϑώς I ∈ {1, · · · , n}m, συνιστούν ϐάση του Tm(V ).

Απόδειξη: Από την Παϱατήϱηση 3.2, αϱκεί να δίνουµε τους οϱισµούς µας στα στοιχεία της
ϐάσης του V . ΟϱίϹουµε για κάϑε i τις γϱαµµικές απεικονίσεις:

ϕi(bj) =

®
0, i 6= j

1, i = j

Επιπλέον, αν I = (i1, · · · , im), οϱίϹουµε:

ϕI(v1, · · · , vm) =

m∏
k=1

ϕik(vk)

και παϱατηϱούµε ότι αυτή η απεικόνιση είναι ακϱιϐώς η ϕI της διατύπωσης της πϱότασης.
ΧϱειάϹεται τώϱα να δείξουµε ότι οι τανυστές ϕI ∈ Tm(V ) αποτελούν ϐάση του Tm(V ).

Θεωϱούµε λοιπόν για κάϑε I = (i1, · · · , im) ∈ {1, · · · , n}m τους συντελεστές:

cI = f(bi1 , · · · , bim)

και επίσης τον m−τανυστή:
g =

∑
I∈{1,··· ,n}m

cIϕI
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Από τον οϱισµό του g και των ϕI , έχουµε ότι:

f(bi1 , · · · , bim) = g(bi1 , · · · , bim)

για κάϑε I = (i1, · · · , im), και κατά συνέπεια, από την Παϱατήϱηση 3.2, την ισότητα f = g.
Από την απόδειξη επίσης πϱοκύπτει ότι κάϑε γϱαϕή της f µέσω των ϕI είναι µοναδική, αϕού

κάϑε cI πϱοσδιοϱίϹεται από την τιµή f(bi1 , · · · , bim).

Ηπαραπάνω απόδειξη µας οδηγεί -µέσω της �διάσπασης� των ϕI- στον οϱισµό των τανυστικών
γινοµένων.

Οϱισµός 3.2 (Τανυστικά γινόµενα). ΄Εστω V ένας διανυσµατικός χώϱος και f ∈ T`(V ),
g ∈ Tm(V ). ΟϱίϹουµε ως τανυστικό γινόµενο των f, g τον (`+m)−τανυστή:

(f ⊗ g)(v1, · · · , v`+m) = f(v1, · · · , v`) · g(v`+1, · · · , v`+m)

Επίσης, από την Πϱόταση 3.1 έχει νόηµα να δώσουµε τον ακόλουϑο οϱισµό:

Οϱισµός 3.3 (Βασικοί τανυστές). ΄Εστω V ένας διανυσµατικός χώϱος µε ϐάση {b1, · · · , bn}.
Οι m−τανυστές ϕI , I = {1, · · · , n}m, όπως αυτοί οϱίστηκαν στην Πϱόταση 3.1, καλούνται
ϐασικοί τανυστές.

Πϱόταση 3.2 (Ιδιότητες των τανυστικών γινοµένων). ΄Εστω V ένας διανυσµατικός χώϱος και
f, g, h τϱεις τανυστές. Αληϑεύουν τα ακόλουϑα:

i. f ⊗ (g ⊗ h) = (f ⊗ g)⊗ h

ii. (λf)⊗ g = λ(f ⊗ g) = f ⊗ (λg)

iii. Εάν οι f, g έχουν την ίδια τάξη (είναι και οι δύο m−τανυστές), τότε:

(f + g)⊗ h = f ⊗ h+ g ⊗ h και h⊗ (f + g) = h⊗ f + h⊗ g

iv. Εάν {b1, · · · , bn} είναι µία ϐάση του V και ϕI είναι οι ϐασικοί m−τανυστές, τότε:

ϕI = ϕi1 ⊗ · · · ⊗ ϕim , I = (i1, · · · , im) ∈ {1, · · · , n}m

Απόδειξη: Οι ιδιότητες i., ii. και iii. είναι άµεσες. Η iv. αποδεικνύεται από την Πϱόταση 3.1.

Μποϱούµε λοιπόν να γϱάϕουµε, για κάϑε f ∈ Tm(V ):

f(v1, · · · , vm) =
∑

I∈{1,··· ,n}m
f(bi1 , · · · , bim)(ϕi1 ⊗ · · · ⊗ ϕim)(v1, · · · , vm)

Σηµειώνουµε εδώ -πέϱαν του γεγονότος T1(V ) = V ∗- ότι οι χώϱοι των τανυστών εµϕανίϹουν
σηµαντικές οµοιότητες µε τον δυϊκό χώϱο. ΓνωϱίϹουµε, για παϱάδειγµα, ότι οι δυϊκοί χώϱοι
έχουν δυϊκή ϐάση {Ei}i6m, όπου:

Ei(bj) =

®
0, i 6= j

1, i = j
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(και η {b1, · · · , bm} είναι ϐάση του V ). Επίσης, εάν F : V →W είναι µία γϱαµµική απεικόνιση
µεταξύ διανυσµατικών χώϱων V,W , οϱίϹεται η δυϊκή της F ∗ : W ∗ → V ∗ µε F ∗(f) = f ◦ F , την
οποία εµείς εδώ ϑα πϱοσπαϑήσουµε να γενικεύσουµε.

Οϱισµός 3.4 (Ανάσυϱση). ΄Εστω V,W δύο διανυσµατικοί χώϱοι και F : V →W µία γϱαµµική
απεικόνιση. ΟϱίϹουµε την ανάσυϱση (pullback) F ∗ της F ως εξής:

F ∗ : Tm(W )→ Tm(V ) µε (F ∗f)(v1, · · · , vm) = f
(
F (v1), · · · , F (vm)

)
Η ανάσυϱση σε αυτό το πλαίσιο οϱίϹεται για να µελετηϑεί η συµπεϱιϕοϱά των τανυστών στις
γϱαµµικές απεικονίσεις. Αϱγότεϱα ϑα δούµε και ανασύϱσεις στις διαϕοϱικές µοϱϕές, που δεν
είναι ακϱιϐώς το ίδιο.

Η οϱολογία �ανάσυρση� είναι λογική, αϕού αντιστρέφει τα ϐέλη (από το V → W στο
Tm(W )→ Tm(V )). Μεϱικές ιδιότητες της ανάσυρσης συνοψίζονται παϱακάτω.

Πϱόταση 3.3 (Ιδιότητες της ανάσυϱσης). ΄Εστω V,W, Y τϱεις διανυσµατικοί χώϱοι και F :
V → W , G : W → Y γϱαµµικές απεικονίσεις, µε ανασύϱσεις F ∗ : Tm(W ) → Tm(V ),
G∗ : Tm(Y )→ Tm(W ). ΄Εχουµε τα εξής:

i. Η F ∗ είναι γϱαµµική απεικόνιση.

ii. F ∗(f ⊗ g) = F ∗(f)⊗ F ∗(g)

iii. (G ◦ F )∗ = F ∗ ◦G∗

Απόδειξη: Το i., πϱοκύπτει από τον οϱισµό της ανάσυϱσης.
Για το ii., γϱάϕουµε:

F ∗(f ⊗ g)(v1, · · · , v`+m) = (f ⊗ g)
(
F (v1), · · · , F (v`+m)

)
= f

(
F (v1), · · · , F (v`)

)
· g
(
F (v`+1), · · · , F (v`+m)

)
= F ∗(f)(v1, · · · , v`) · F ∗(g)(v`+1, · · · , v`+m)

=
(
F ∗(f)⊗ F ∗(g)

)
(v1, · · · , v`+m)

Για το iii., γϱάϕουµε:

(G ◦ F )∗(f)(v1, · · · , vm) = f
(
G ◦ F (v1), · · · , G ◦ F (vm)

)
= G∗(f)

(
F (v1), · · · , F (vm)

)
= (F ∗ ◦G∗)(f)(v1, · · · , vm)

3.2 Εναλλάσσοντες τανυστές

Σηµειώνουµε για τα επόµενα τον καϑιεϱωµένο συµϐολισµό του συνόλου Sm, των µεταϑέσεων
του {1, · · · ,m}.

Είναι λογικό, δεδοµένου του ότι αναϹητούµε κάποια επέκταση του εξωτεϱικού γινοµένου, να
µελετήσουµε τις ιδιότητές του. Μία ϐασική εξ αυτών είναι η αντι-αντιµεταϑετικότητα (ή καλύτεϱα
αντισυµµετϱία), δηλαδή η ιδιότητα a × b = −b × a. Αντίστοιχα, µεταϐαίνοντας στη γενικότεϱη
πεϱίπτωση, ϑα µελετήσουµε τους λεγόµενους εναλλάσσοντες τανυστές.



60 Κεϕάλαιο 3. Πλειογϱαµµικές συναϱτήσεις και διαϕοϱικές µοϱϕές

Πϱιν απ’ αυτό, δεδοµένης µίας µετάϑεσης σ ∈ Sm, ϑα συµϐολίϹουµε µε fσ τη συνάϱτηση:

fσ(v1, · · · , vm) = f(vσ(1), · · · , vσ(m))

Οϱισµός 3.5 (Εναλλάσσοντες τανυστές). ΄Εστω V ένας διανυσµατικός χώϱος και f ∈ Tm(V ).
Εάν για κάϑε αντιµετάϑεση µ ∈ Sm (δηλαδή εναλλαγή δύο στοιχείων) έχουµε fµ = −f ,
ο f ϑα καλείται εναλλάσσων τανυστής. Το σύνολο των εναλλασσόντων m−τανυστών ϑα το
συµϐολίϹουµε µε Am(V ) (όπου κάνουµε τη σύµϐαση A1(V ) = T1(V )).

Παϱατήϱηση 3.3. ΄Εστω V ένας διανυσµατικός χώϱος, f ∈ Tm(V ) και σ, τ ∈ Sm. Τα ακόλουϑα
αληϑεύουν:

i. Η συνάϱτηση ♦σ : f 7→ fσ είναι γϱαµµική και (fσ)τ = f τ◦σ.

ii. Ο f είναι εναλλάσσον εάν και µόνο αν fσ = sgn(σ) · f .

Απόδειξη: Για το i. έχουµε άµεσα τη γϱαµµικότητα, κι επιπλέον αν:

(fσ)τ = fσ(vτ(1), · · · , vτ(m))

ϑέτοντας wi = vτ(i), έχουµε:

fσ(w1, · · · , wm) = f(wσ(1), · · · , wσ(m)) = f(vτ◦σ(1), · · · , vτ◦σ(m)) = f τ◦σ(v1, · · · , vm)

Για το ii.: ΄Εστω ότι f ∈ Am(V )Γϱάϕουµε τη µετάϑεση σ ως γινόµενο αντιµεταϑέσεων µ1 ◦
· · · ◦ µ` κι έχουµε:

fσ = fµ1◦···◦µ` = (· · · (f)µ` · · · )µ1 = (−1)` · f = sgn(σ) · f

(όπου η προτελευταία ισότητα δικαιολογείται από το γεγονός ότι ο f είναι εναλλάσσον). η αν-
τίστροφη κατεύϑυνση είναι άµεση.

΄Οπως και στην πεϱίπτωση των τανυστών, έτσι κι εδώ µποϱούµε να ϐϱούµε µία ϐάση του χώϱου
των εναλλασσόντων τανυστών. Μάλιστα, ϐάσει της Παϱατήϱησης 3.3 µποϱούµε να επιλέξουµε
µία συγκεκϱιµένη µοϱϕή για τη ϐάση, που ϑα δούµε παϱακάτω.

Παϱατήϱηση 3.4. ΄Εστω V ένας διανυσµατικός χώϱος µε ϐάση {b1, · · · , bn}. Εάν f, g ∈ Am(V )
και για κάϑε m−άδα αύξοντων αϱιϑµών I = (i1, · · · , im) έχουµε:

f(bi1 , · · · , bim) = g(bi1 , · · · , bim)

τότε f = g.

Απόδειξη: Αυτό είναι συνέπεια των Παϱατηϱήσεων 3.2, 3.3.

Πϱόταση 3.4 (Βάση του Am(V )). ΄Εστω V ένας διανυσµατικός χώϱος µε ϐάση {b1, · · · , bn}.
Εάν I = (i1, · · · , im) είναι διανύσµατα γνησίως αύξοντων αριθµών, υπάρχουν µοναδικοί εναλ-
λάσσοντες m−τανυστές:

ψI(bj1 , · · · , bjm) =

®
0, I 6= (j1, · · · , jm)

1, I = (j1, · · · , jm)

όπου οι jk είναι αύξοντες. Οι τανυστές ψI , καϑώς το I ∈ {1, · · · , n}m διατϱέχει τα διανύσµατα
γνησίως αυξόντων αϱιϑµών, συνηστούν ϐάση του Am(V ). Μάλιστα:

ψI =
∑
σ∈Sm

sgn(σ) · (ϕI)σ
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Απόδειξη: Βάσει της Παϱατήϱησης 3.4, έχουµε την µοναδικότητα.
ΟϱίϹουµε τους ψI µε τη ϐοήϑεια των ϕI , µέσω του τύπου:

ψI =
∑
σ∈Sm

sgn(σ) · (ϕI)σ

και ϑα δείξουµε ότι αυτές είναι οι Ϲητούµενες ψI της εκϕώνισης. Πϱάγµατι, για κάϑε µετάϑεση
τ ∈ Sm έχουµε:

(ψI)
τ =

∑
σ∈Sm

sgn(σ) · ((ϕI)σ)τ = sgn(τ) ·
∑
σ∈Sm

sgn(τ ◦ σ) · (ϕI)τ◦σ

δηλαδή:
(ψI)

τ = sgn(τ) · ψI
το οποίο δείχνει ότι η ψI έναι εναλλάσσουσα. Επίσης, µέσω του τύπου της ψi ϑα δείξουµε ότι
ικανοποιεί τη συνϑήκη της εκϕώνισης. Πϱάγµατι, εάν I = (j1, · · · , jm), τότε:

ψI(bj1 , · · · , bjm) =
∑
σ∈Sm

sgn(σ) · (ϕI)σ(bj1 , · · · , bjm) = 1

(όπου �επιϐιώνει� µόνο ο όϱος της ταυτοτικής µετάϑεσης, αϕού οι αϱιϑµοί του I και οι jk είναι
γνησίως αύξοντες). Επιπλέον, εάν I 6= (j1, · · · , jm), τότε:

ψI(bj1 , · · · , bjm) =
∑
σ∈Sm

sgn(σ) · (ϕI)σ(bj1 , · · · , bjm) = 0

αϕού οι αϱιϑµοί του I και οι jk είναι γνησίως αύξοντες.
Εάν λοιπόν I = (i1, · · · , im) είναι διάνυσµα αύξοντων αϱιϑµών, οϱίϹουµε:

cI = f(bi1 , · · · , bim)

και ϑεωϱούµε τη συνάϱτηση:
g =

∑
I∈{1,··· ,n}m αυξ.

cIψI

Εάν οι jk, k ∈ {1, · · · ,m} είναι αύξοντες, τότε:

g(bj1 , · · · , bjm) = f(bj1 , · · · , bjm)

και από την Παϱατήϱηση 3.4 έχουµε f = g.

Από τα πϱοηγούµενα έχουµε ότι ο χώϱος των m−τανυστών Tm(V ) έχει διάσταση nm, και ο
χώϱος των εναλλασσόντων m−τανυστών Am(V ) έχει διάσταση:

dim Am(V ) =

Ç
n

m

å
=

n!

m!(n−m)!

Οϱισµός 3.6 (Βασικοί εναλλάσσοντες τανυστές). ΄Εστω V ένας διανυσµατικός χώϱος µε ϐάση
{b1, · · · , bn}. Οιm−εναλλάσσοντες τανυστές ψI , I ∈ {1, · · · , n}m µε αύξοντες αϱιϑµούς, όπως
αυτοί οϱίστηκαν στην Πϱόταση 3.4 καλούνται ϐασικοί εναλλάσσοντες τανυστές.

Πϱόταση 3.5. ΄Εστω V,W διανυσµατικοί χώϱοι και F : V → W γϱαµµική απεικόνιση. Εάν
f ∈ Am(W ), τότε F ∗(f) ∈ Am(V ).
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Απόδειξη: Πϱάγµατι, για κάϑε µετάϑεση µ (που χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας µποϱούµε να
υποϑέσουµε ότι γίνεται στα δύο πϱώτα στοιχεία) έχουµε:(

F ∗(f)
)µ

(v1, · · · , vm) = f
(
F (v2), F (v1), · · · , F (vm)

)
= −f

(
F (v1), F (v2), · · · , F (vm)

)
= −F ∗(f)(v1, · · · , vm)

Η ϑεωρία που µέχϱι στιγµής έχουµε κατασκευάσει είναι αρκετά ισχυϱή και µποϱεί να
αποδείξει αποτελέσµατα ήδη γνωστά από τη γραµµική άλγεβρα, όπως ο εναλλακτικός τύπος
της ορίζουσας µέσω µεταθέσεων.

Πϱόταση 3.6 (Ο τύπος της οϱίϹουσας µε µεταϑέσεις). Για την n× n οϱίϹουσα ισχύει ο τύπος:

det

Ü
a1,1 · · · a1,n

...
. . .

...

an,1 · · · an,n

ê
=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
n∏
i=1

ai,σ(i)

Απόδειξη: ΄Εχουµε ήδη αναϕέϱει ότι η οϱίϹουσα (οποιασδήποτε τάξης) είναι πλειογϱαµµική
συνάϱτηση. Επιπλέον παϱατηϱούµε ότι εάν:

e1 =

â
1

0
...

0

ì
, e2 =

â
0

1
...

0

ì
, · · · , en =

â
0

0
...

1

ì
τότε:

ψ(1,··· ,n)(e1, · · · , en) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ) · (ϕ(1,··· ,n))
σ(e1, · · · , en) = 1⇒

⇒ ψ(1,··· ,n)(e1, · · · , en) = 1 = det(e1, · · · , en)

Επίσης, εάν I = (i1, · · · , in) 6= (1, · · · , n) είναι διάνυσµα αυξόντων αριθµών, τότε ϑα υπ-
άρχουν δύο ίδιοι διαδοχικοί όϱοι. Κατά συνέπεια:

ψ(1,··· ,n)(ei1 , · · · , ein) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ) · (ϕ(1,··· ,n))
σ(ei1 , · · · , ein) = 0

∆ηλαδή:
ψ(1,··· ,n)(ei1 , · · · , ein) = 0 = det(ei1 , · · · , ein)

Εϕόσον οι δύο πλειογϱαµµικές συναϱτήσεις ψ(1,··· ,n), det συµπίπτουν στα στοιχεία e1, · · · , en,
όταν αυτά διατάσσονται σε n−άδες µε αύξοντες δείκτες, από την Πϱόταση 3.4 έχουµε την ισότητα
ψ(1,··· ,n) = det. Κατά συνέπεια, από την γϱαϕή των ψI :

det = ψ(1,··· ,n) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ) · (ϕ(1,··· ,n))
σ =

∑
σ∈Sn

sgn(σ) ·
(
ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn

)σ
το οποίο σηµαίνει:

det

Ü
a1,1 · · · a1,n

...
. . .

...

an,1 · · · an,n

ê
=
∑
σ∈Sn

sgn(σ) ·
(
ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn

)ÜÜa1,σ(1)

...

an,σ(1)

ê
, · · · ,

Ü
a1,σ(n)

...

an,σ(n)

êê
=
∑
σ∈Sn

sgn(σ) ·
n∏
i=1

ai,σ(i)
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3.3 Σϕηνοειδή γινόµενα

΄Εχοντας κάνει αυτήν την πϱοετοιµασία, είµαστε σε ϑέση να οϱίσουµε το σϕηνοειδές γινόµενο, το
οποίο είναι στην ουσία µία γενίκευση του εξωτεϱικού γινοµένου.

Εϕοϱµώντας από την πεϱίπτωση του R3, το εξωτερικό γινόµενο έχει ιδιότητες που το χαρακ-
τηρίζουν, µε τϱόπο που το καθιστούν µοναδικό στον R3. Κατ’ αρχάς υπάρχει µία έννοια κα-
ϑετότητας, η οποία µάλιστα είναι προσανατολισµένη (δίδεται δηλαδή πϱόσηµο που υποδεικνύει
τον προσανατολισµό), κι επίσης αλγεβρικές ιδιότητες, όπως είναι αυτή της επιµεριστικότητας.

Η έννοια του πϱοσανατολισµού µποϱεί να εκϕϱαστεί και στη γενικότεϱη πεϱίπτωση µέσω της
αντισυµµετϱίας. Η καϑετότητα τώϱα δεν µεταϕϱάϹεται αυτούσια, καϑώς δεν εϕοδιάϹονται όλοι οι
πϱος µελέτη χώϱοι µε εσωτεϱικό γινόµενο (κι αυτό είναι ένα πϱόϐληµα που ϑα ξανασυναντήσουµε
µετέπειτα, σε κάπως διαϕοϱετικό πλαίσιο). Παϱόλα αυτά, εάν ϕi ∈ V ∗, i ∈ {1, · · · , n} είναι η
ϐάση του V ∗, µποϱούµε να αναµένουµε ότι για κάϑε διάνυσµα I = (i1, · · · , im) ∈ {1, · · · , n}m
αυξόντων δεικτών:

ψI = ϕi1 ∧ · · · ∧ ϕim
όπου εδώ η σϕήνα ∧ έχει τον ϱόλο του γενικευµένου εξωτεϱικού γινοµένου. Αυτό κανείς µποϱεί
να το σκέϕτεται κατ’ αναλογία µε τη σχέση z = x× y (κι αντίστοιχα −z = y × x).

Θεωϱηµα 3.1 (΄Υπαϱξη και µοναδικότητα της σϕήνας). ΄Εστω V ένας διανυσµατικός χώϱος
µε ϐάση {b1, · · · , bn}. Υπάϱχει ένας τελεστής ∧ (σϕήνα) ώστε για κάϑε f ∈ Am(V ), g ∈ A`(V ),
h ∈ Ak(V ):

i. (f + g) ∧ h = f ∧ h+ g ∧ h και (λf) ∧ g = λ(f ∧ g)

ii. g ∧ f = (−1)m`(f ∧ g) (και κατά συνέπεια f ∧ f = 0 όταν ο f είναι �πεϱιττής τάξης�).

iii. f ∧ (g ∧ h) = (f ∧ g) ∧ h

iv. Για κάϑε διάνυσµα I = (i1, · · · , im) ∈ {1, · · · , n}m αύξοντων δεικτών έχουµε:

ψI = ϕi1 ∧ · · · ∧ ϕim

(Οι ϕij , j ∈ {1, · · · ,m} είναι οι ϐασικοί 1−τανυστές και οι ψI οι ϐασικοί εναλλάσσοντες
m−τανυστές).

Οι ιδιότητες i.-iv. εξασϕαλίϹουν επίσης τη µοναδικότητα του τελεστή ∧.

Απόδειξη: Σκεπτόµενοι τη γϱαϕή των ψI στην Πϱόταση 3.4, οϱίϹουµε τον τελεστή A µέσω του
τύπου:

A(f) =
∑
σ∈Sm

sgn(σ) · fσ, όπου f ∈ Tm(V )

και έχουµε ψI = A(ϕI). Μέσω αυτού του τελεστή ϑα οϱίσουµε το σϕηνοειδές γινόµενο, εποµένως
είναι σκόπιµο να παϱατηϱήσουµε µεϱικές ϐασικές ιδιότητες: Η A είναι γϱαµµική, η A(f) είναι
εναλλάσσουσα, ακόµη κι όταν η f δεν είναι εναλλάσσουσα, κι επίσης A(f) = m! · f όταν η f
είναι εναλλάσσων m−τανυστής.

Η γϱαµµικότητα είναι άµεση από τον οϱισµό. Η ιδιότητα της εναλλάσσουσας αποδεικνύεται
µε άµεσο υπολογισµό. Εάν τ ∈ Sm, τότε:

A(f)τ =
∑
σ∈Sm

sgn(σ) · f τ◦σ = sgn(τ)
∑
σ∈Sm

sgn(τ ◦ σ) · f τ◦σ = sgn(τ) ·A(f)

Τέλος, η ιδιότητα A(f) = m! · f , f ∈ Am(V ) είναι άµεση, αϕού fσ = sgn(σ) · f κι άϱα:

A(f) =
∑
σ∈Sm

sgn2(σ) · f = m! · f
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΄Εχοντας πει αυτά, ϑα οϱίσουµε:

f ∧ g =
1

m!`!
A(f ⊗ g), µε f ∈ Am(V ), g ∈ A`(V )

΄Ισως ο ϱόλος του σεντελεστή εδώ να µην είναι εµφανής εκ πϱώτης όψεως. Αϱγότεϱα ϑα δούµε
όµως ότι είναι απαραίτητος για την εξαγωγή των ιδιοτήτων της σϕήνας, και ιδιαίτερα της προσε-
ταιριστικότητας. Ως πϱώτη ιδέα, κανείς µποϱεί να σκεϕτεί ότι, αν γράψουµε:

(f ∧ g)(v1, · · · , vm+`) =
1

m!`!

∑
σ∈Sm+`

sgn(σ) · f(vσ(1), · · · , vσ(m)) · g(vσ(m+1), · · · , vσ(m+`))

τότε κανείς λαµϐάνει από το άϑϱοισµα m!`! ίδιους όϱους (ξεχνώντας το πϱόσηµο), µεταϑέτοντας
τα οϱίσµατα της f και τα οϱίσµατα της g (αλλά όχι τα οϱίσµατα της f µε της g -δεν κάνουµε
µείξη). Εν τω µεταξύ πϱοσέξτε ότι, λόγω του ότι οι f, g είναι εναλλάσσουσες και εµπϱός υπάϱχει
το πϱόσηµο της µετάϑεσης, στην πϱαγµατικότητα όλοι οι όϱοι που πϱοκύπτουν µε µεταϑέσεις
όπως πϱιν είναι στην πϱαγµατικότητα ίδιοι.

Για το i.: Αυτό είναι συνέπεια της Πϱότασης 3.2, σε συνδυασµό µε την ακόλουϑη παϱατήϱηση:

(λf) ∧ g =
1

m!`!
A
(
(λf)⊗ g

)
=

1

m!`!
A
(
λ(f ⊗ g)

)
=

λ

m!`!
A(f ⊗ g) = λ(f ∧ g)

Για το ii.: Εάν f ∈ Tm(V ), g ∈ T`(V ), τότε ϑα δείξουµε ότι:

A(f ⊗ g) = (−1)m`A(g ⊗ f)

Εάν ρ είναι η µετάθεση που ϕέϱνει τουςm πρώτους όϱους στο τέλος (δηλαδή η (1, 2, · · · ,m,m+
1, · · · ,m+ `) 7→ (m+ 1, · · · ,m+ `, 1, · · · ,m)), τότε sgn(ρ) = (−1)m+`, και από τον οϱισµό της
µποϱούµε να διαπιστώσουµε ότι:

(g ⊗ f)ρ = (−1)m`(f ⊗ g)

Με άµεσο λοιπόν υπολογισµό µποϱούµε να ϐϱούµε το εξής:

A(f ⊗ g) =
∑

σ∈Sm+`

sgn(σ)(f ⊗ g)σ =
∑

σ∈Sm+`

sgn(σ)
(
(g ⊗ f)ρ

)σ
=

∑
σ∈Sm+`

sgn(σ)(g ⊗ f)σ◦ρ

= (−1)m`
∑

σ∈Sm+`

sgn(σ ◦ ρ)(g ⊗ f)σ◦ρ = (−1)m`A(g ⊗ f)

Ειδικότεϱα, για να αναϕεϱϑούµε ακϱιϐώς στο ii., εάν f ∈ Am(V ) και g ∈ A`(V ), τότε:

g ∧ f =
1

m!`!
A(g ⊗ f) =

(−1)m`

m!`!
A(f ⊗ g) = (−1)m`(f ∧ g)

Για το iii.: Εδώ η κατάσταση είναι κάπως πεϱίπλοκη και ϑα εϱγαστούµε σε ϐήµατα.
Βήµα iii. I: Εάν f ∈ Tm(V ) και g ∈ T`(V ) µε A(f) = 0, τότε ϑα δείξουµε ότι A(f ⊗ g) = 0.

Πϱάγµατι, εάν γϱάψουµε µε διαϕοϱετικό τϱόπο το άϑϱοισµα µε το οποίο ο A οϱίϹεται:

A(f ⊗ g)(v1, · · · , vm+`) =
∑

σ∈Sm+`

( ∑
τ∈Sm

sgn(σ ◦ τ)fσ◦τ (v1, · · · , vm)

)
· gσ(vm+1, · · · , vm+`)

κι επειδή:
A(f) =

∑
τ∈Sm

sgn(σ ◦ τ)fσ◦τ (v1, · · · , vm) = 0

έπεται A(f ⊗ g) = 0.
Βήµα iii. II: Εάν f ∈ Am(V ) και h ∈ Ak, τότε:

A(f) ∧ h =
1

k!
A(f ⊗ h)
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Πϱάγµατι, την παϱαπάνω σχέση µποϱούµε να τη γϱάψουµε ισοδύναµα στη µοϱϕή:

1

m!k!
A
(
A(f)⊗ h

)
=

1

k!
A(f ⊗ h)

ή αλλιώς:
A
(
A(f)⊗ h−m! · (f ⊗ h)

)
= 0⇔ A

(
(A(f)−m! · f)⊗ h

)
= 0

Η τελευταία σχέση όµως ισχύει, αϕού ο A(f) είναι εναλλάσσον τανυστής και συνεπώς:

A
(
A(f)

)
= m! ·A(f)

Επιπλέον, χϱειαϹόµαστε το Βήµα iii. I, το οποίο έχουµε ήδη αποδείξει.
Βήµα iii. III: Τώϱα ϑα δείξουµε την πϱοσεταιϱιστικότητα. Θεωϱούµε λοιπόν f ∈ Am(V ),

g ∈ A`(V ) και h ∈ Ak(V ), κι έχουµε:

(f ∧ g) ∧ h =
1

m!`!
A(f ⊗ g) ∧ h

=
1

m!`!k!
A
(
(f ⊗ g)⊗ h

)
(όπου στη δεύτεϱη ισότητα χϱησιµοποιούµε το Βήµα iii. II). Από την αντιµεταϑετικότητα του
τανυστικού γινοµένου έχουµε:

1

m!`!k!
A
(
(f ⊗ g)⊗ h

)
=

1

m!`!k!
A
(
f ⊗ (g ⊗ h)

)
κι από το ii., κατ’ επανάληψη, σε συνδυασµό µε το Βήµα iii. II:

1

m!`!k!
A
(
f ⊗ (g ⊗ h)

)
=

(−1)m(`+k)

m!`!k!
A
(
(g ⊗ h)⊗ f

)
= (−1)m(`+k)

(
(g ∧ h) ∧ f

)
= f ∧ (g ∧ h)

Για το iv.: ϑα δείξουµε ότι για κάϑε οικογένεια {fi}i6j 1−τανυστών έχουµε:

A(f1 ⊗ · · · ⊗ fj) = f1 ∧ · · · ∧ fj

Από αυτό ϑα έχουµε τελικά το Ϲητούµενο, αϕού ήδη έχουµε παϱατηϱήσει τη σχέση A(ϕI) = ψI .
Η σχέση πϱος απόδειξη είναι άµεση στην πεϱίπτωση όπου j = 1. Εάν επαγωγικά υποϑέσουµε

ότι ισχύει για το j > 1, τότε:

A
(
(f1 ⊗ · · · ⊗ fj)⊗ fj+1

)
= 1! ·A(f1 ⊗ · · · ⊗ fj) ∧ fj+1 = f1 ∧ · · · ∧ fj ∧ fj+1

το οποίο αποδεικνύει την ισότητα και για το j + 1.
΄Οσον αϕοϱά τη µοναδικότητα, ϑα δείξουµε ότι µε τις ιδιότητες i.-iv. κανείς µποϱεί να υπ-

ολογίσει τη σϕήνα µεταξύ οποιονδήποτε f ∈ Am(V ) και g ∈ A`(V ), και µάλιστα �συναρτή-
σει� των ψI ∧ ψJ .

Θεωϱούµε λοιπόν f ∈ Am(V ), g ∈ A`(V ) και γϱάϕουµε:

f =
∑

I∈{1,··· ,n}m αύξ.

cI(f)ψI και g =
∑

J∈{1,··· ,n}m αύξ.

cJ(g)ψJ

εποµένως:
f ∧ g =

∑
I,J αύξ.

cI(f)cJ(g)ψI ∧ ψJ

Τώϱα έχουµε ψI = ϕi1 ∧ · · · ∧ ϕim και ψJ = ϕj1 ∧ · · · ∧ ϕj` , οπότε το παϱαπάνω άϑϱοισµα
γίνεται:

f ∧ g =
∑

I,J αύξ.

I∩J=∅

cI(f)cJ(g)(ϕi1 ∧ · · · ∧ ϕim ∧ ϕj1 ∧ · · · ∧ ϕj`)
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χϱησιµοποιώντας επίσης την ιδιότητα ϕi ∧ ϕi = 0. Ενδέχεται οι δείκτες i1, · · · , im, j1, · · · , j` να
µην είναι σε αύξουσα σειϱά, αλλά αυτό δεν είναι πϱόϐληµα καϑώς µποϱούµε να µεταϑέσουµε
τη σειϱά τους, χϱησιµοποιώντας την ιδιότητα ϕi ∧ ϕj = −ϕj ∧ ϕi. Υποϑέτουµε τώϱα ότι έχουµε
ϑέσει τους δείκτες σε αύξουσα σειϱά και οϱίϹουµε ψI,J = ϕi1 ∧ · · · ∧ ϕim ∧ ϕj1 ∧ · · · ∧ ϕj` . Με
αυτά έχουµε τελικά:

f ∧ g =
∑

I,J αύξ.

I∩J=∅

δI,JcI(f)cJ(g)ψI,J

όπου δI,J ∈ {±1}. Αυτό αποδεικνύει την πλήϱη εξάϱτηση της σϕήνας από τους ϐασικούς
εναλλάσσοντες τανυστές, και κατά συνέπεια τη µοναδικότητα.

Οϱισµός 3.7 (Σϕηνοειδές γινόµενο). ΄Εστω V ένας διανυσµατικός χώϱος και f ∈ Am(V ),
g ∈ A`(V ). ΟϱίϹουµε το σϕηνοειδές γινόµενο των f, g ως:

f ∧ g =
1

m!`!
A(f ⊗ g)

όπου:
A(♦) =

∑
σ∈S

sgn(σ)♦σ

Πϱόταση 3.7. ΄Εστω V , W δύο διανυσµατικοί χώϱοι, F : V → W γϱαµµική και f ∈ Am(V ),
g ∈ A`(V ). Τότε:

F ∗(f ∧ g) = F ∗(f) ∧ F ∗(g)

∆ηλαδή η ανάσυϱση F ∗ λειτουϱγεί µε γϱαµµικό τϱόπο στις σϕήνες.

Απόδειξη: Γϱάϕουµε:

F ∗(f ∧ g) =
1

m!`!
F ∗
(
A(f ⊗ g)

)
=

1

m!`!
A
(
F ∗(f ⊗ g)

)
και από την Πϱόταση 3.3 έχουµε:

1

m!`!
A
(
F ∗(f ⊗ g)

)
=

1

m!`!
A
(
F ∗(f)⊗ F ∗(g)

)
Κατά συνέπεια:

F ∗(f ∧ g) =
1

m!`!
A
(
F ∗(f)⊗ F ∗(g)

)
= F ∗(f) ∧ F ∗(g)

Πϱόταση 3.8. ΄Εστω V ένας διανυσµατικός χώϱος µε ϐάση {b1, · · · , bn} και f ∈ Am(V ).
΄Εχουµε ήδη δει ότι:

f =
∑

I∈{1,··· ,n}m αύξ.

cIψI

και τώϱα, από το Θεώϱηµα 3.1, έχουµε επίσης:
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...
f =

∑
i1<···<im

c(i1,··· ,im)ϕi1 ∧ · · · ∧ ϕim , όπου ik ∈ {1, · · · , n}

3.4 Συνεϕαπτόµενες δέσµες και εξωτεϱικές άλγεϐϱες

Κατ’ αναλογία µε τα διανυσµατικά πεδία, ϑέλουµε να οϱίσουµε ως διαϕοϱική µοϱϕή µία συνάϱ-
τηση ω που σε κάϑε σηµείο x δέχεται διανύσµατα του εϕαπτόµενου χώϱου και δίνει αϱιϑµό (µε
�σωστό τϱόπο�). ∆ηλαδή ω(x) ∈ Am(TxM), µε µία έννοια οµαλότητας. Η οµαλότητα δεν είναι
άµεση υπόϑεση, και χϱειάϹεται πϱοσοχή, καϑώς (όπως και στα διανυσµατικά πεδία) οι ω(x) δεν
ανήκουν καν στον ίδιο χώϱο.

Αποσκοπούµε να δείξουµε ότι το σύνολο των διαϕόϱων ω(x) ∈ Am(TxM), όπου x ∈ M

εϕοδιάϹεται µε δοµήC∞−πολλαπλότητας, κι άϱα έχει νόηµα να µελετηϑούν έννοιες διαϕοϱισιµό-
τητας.

Ως πϱοκαταϱκτική έννοια, οϱίϹουµε τη συνεϕαπτόµενη δέσµη.

Οϱισµός 3.8 (Συνεϕαπτόµενες δέσµες). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞− πολλαπλότητα. ΟϱίϹουµε
τη συνεϕαπτόµενη δέσµη:

T ∗M=
∐
p∈M

T ∗pM=
⋃
p∈M
{p} × T ∗pM

όπου T ∗pM είναι ο δυϊκός του TpM.

Εν τω µεταξύ, ακόµη κι ως ενδιάµεση έννοια, η συνεφαπτόµενη δέσµη είναι απολύτως σηµαν-
τική για την κατασκευή των διαφόρων διαφορικών µορφών. Στην απλούστεϱη πεϱίπτωση µίας
1−µοϱϕής (όπως ϑα δούµε παϱακάτω), η ω έχει τιµή ω(x) ∈ A1(TxM) = T ∗xM. ∆ηλαδή, εάν
καταχρώντας τον συµβολισµό γράφουµε f αντί (x, f), έχουµε ω(x) ∈ T ∗M. Αυτής της ϕύσης
η κατάχϱηση του συµβολισµού στην ξένη ένωση είναι ιδιαίτερα συνήϑης στη γεωµετϱία και την
τοπολογία, και την έχουµε κάνει και στα διανυσµατικά πεδία.

Για το παϱακάτω ϑεώϱηµα, καϑιεϱώνουµε τον συµϐολισµό {(dxi)x}i6n της δυϊκής ϐάσης της
{∂/∂xi|p}i6n.

Θεωϱηµα 3.2 (H C∞−δοµή της συνεφαπτόµενης δέσµης). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞− πολ-
λαπλότητα διάστασης n και T ∗M η συνεφαπτόµενη δέσµη της. Υπάρχει C∞−δοµή στην T ∗M
που την καθιστά C∞−πολλαπλότητα διάστασης 2n, και τον περιορισµό π : T ∗M→M, C∞−
συνάϱτηση.

Απόδειξη: Η απόδειξη, όπως και στην πεϱίπτωση των εϕαπτόµενων δεσµών, ϑα στηϱιχϑεί
στο Λήµµα 2.2. ∆εν ϑα πϱοϐούµε σε λεπτοµέϱειες, γιατί η απόδειξη παϱουσιάϹει σηµαντικές
οµοιότητες µε την απόδειξη του Θεωϱήµατος 2.1. Σηµειώνουµε µόνο τη µοϱϕή των χαϱτών: Εάν
fq ∈ T ∗qM, τότε:

fq =
n∑
i=1

f qi (dxi)q, όπου f qi ∈ R
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και οϱίϹουµε:
Φp(fq) =

(
(ϕp)1(q), · · · , (ϕp)n(q), f q1 , · · · , f

q
n

)
όπου ϕp είναι χάϱτης στο p.

Στην ουσία, εάν κανείς διαϑέτει την συνεϕαπτόµενη δέσµη, µποϱεί τουλάχιστον να οϱίσει
1−µοϱϕές (µιας και ήδη έχουµε παϱατηϱήσει ότι ω(x) ∈ A1(TxM) = T ∗xM).

T ∗MM

M

ω

π
id

Οϱµώµενοι από τον οϱισµό των διανυσµατικών πεδίων, ϑα λέγαµε (σωστά) ότι µία 1−διαϕοϱική
µοϱϕή είναι µία C∞−τοµή της συνεφαπτόµενης δέσµης, δηλαδή µία συνάϱτηση ω : M→ T ∗M
ώστε ω ∈ C∞(M;TM) και π ◦ ω = id.

Για τον γενικό όµως οϱισµό, χϱειάϹεται να κάνουµε λίγη ακόµη πϱοετοιµασία. ∆ίνουµε
λοιπόν τον οϱισµό της εξωτεϱικής άλγεϐϱας.

Οϱισµός 3.9 (Εξωτεϱικές άλγεϐϱες). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞− πολλαπλότητα. ΟϱίϹουµε την
m−εξωτεϱική άλγεϐϱα ως εξής:∧m

M=
∐
p∈M

Am(TpM) =
⋃
p∈M
{p} ×Am(TpM)

Παϱατηϱήστε επίσης ότι
∧1

M= T ∗M.

Η εξωτεϱική άλγεϐϱα
∧m

Mαποτελεί γενίκευση της συνεϕαπτόµενης δέσµης. Και πάλι, όπως
και στην πεϱίπτωση της συνεϕαπτόµενης δέσµης, ϑα χϱειαστεί να εϕοδιάσουµε την εξωτεϱική
άλγεϐϱα µε κατάλληλη διαϕοϱική δοµή.

Θεωϱηµα 3.3 (Η C∞−δοµή της εξωτερικής άλγεβρας). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞− πολ-
λαπλότητα διάστασης n και

∧m
M η m−εξωτεϱική άλγεβρά της. Υπάρχει C∞−δοµή

στην
∧m

M που την καθιστά C∞−πολλαπλότητα διάστασης n +
(n
m

)
, και τον περιορισµό

π :
∧m

M→M, C∞− συνάϱτηση.

Απόδειξη: Η απόδειξη ϑα γίνει σε ϐήµατα.
Βήµα Ι: ∆εδοµένης της Πϱότασης 3.8, το σύνολο:

{(dxi1)p ∧ · · · ∧ (dxim)p}16i1<···<im6n

αποτελεί ϐάση του Am(TpM) και µποϱούµε να γϱάψουµε µοναδικά κάϑε f ∈ Am(TqM) στη
µοϱϕή:

fq =
∑

i1<···<im

f qi1,··· ,im · (dxi1)q ∧ · · · ∧ (dxim)q

(Μποϱείτε να ελέγξετε ότι τα (dxi)p έχουν τον ϱόλο των (ϕi)p, όπου (ϕi)p είναι ο ϐασικός 1−
τανυστής στο T1(TpM)).
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Για κάϑε p ∈Mϑεωϱούµε τοπικό χάϱτη (Up, ϕUp) και οϱίϹουµε Vp = π−1(Up), καϑώς επίσης
και τη συνάϱτηση:

ΦVp : Vp → Rn × R(n
m) µε ΦVp(fq) =

(
(ϕUp)1(q), · · · , (ϕUp)n(q), (f qi1,··· ,im)16i1<···<im6n

)
H ΦVp , από τον οϱισµό της, είναι αµϕιµονοσήµαντη συνάϱτηση.

Βήµα ΙΙ: ΄Οσον αϕοϱά τις µεταβάσεις των χαϱτών, ϑεωρούµε ΦV , Φ‹V δύο χάϱτες. Παϱατηϱούµε
ότι τα σύνολα:

ΦV

(
π−1(U) ∩ π−1(‹U)

)
= ϕU (U ∩ ‹U)× R(n

m)

και:

Φ‹V (π−1(U) ∩ π−1(‹U)
)

= ϕ‹U (U ∩ ‹U)× R(n
m)

είναι ανοικτά στον Rn × R(n
m).

Οπότε:

Φ‹V ◦ Φ−1
V

(
(ϕU )1(q), · · · , (ϕU )n(q), (f qi1,··· ,im)16i1<···<im6n

)
= Φ‹V ( ∑

i1<···<im

f qi1,··· ,im · (dxi1)q ∧ · · · ∧ (dxim)q

)

Επειδή, από τον κανόνα της αλυσίδας:

∂
(
(·) ◦ ϕ−1

U

)
∂xik

∣∣∣
ϕU (q)

=

n∑
j=1

∂
(
(·) ◦ ϕ−1‹U )
∂yj

∣∣∣
ϕ‹U (q)

·
∂(ϕ‹U ◦ ϕ−1

U )j

∂xik

∣∣∣
ϕU (q)

έχουµε:

(dxik)q =
n∑
j=1

∂(ϕ‹U ◦ ϕ−1
U )j

∂xik

∣∣∣
ϕU (q)

· (dyj)q

και κατά συνέπεια, κάνοντας τις πϱάξεις µε το εξωτεϱικό γινόµενο, ϐϱίσκουµε ότι η Φ‹V ◦ Φ−1
V

είναι C∞, αϕού εξαϱτάται από τη C∞ µετάϐαση ϕ‹U ◦ ϕ−1
U .

Βήµα ΙΙΙ: Αν διαλέξουµε µία αϱιϑµήσιµη ϐάση {Ui}i∈I της τοπολογίας του M, η {Vi =
π−1(Ui)}i∈I ικανοποιεί τις ιδιότητες του Λήµµατος 2.2, µέχϱι την iv. Για τον διαχωϱισµό των
σηµείων του χώϱου, αϱκεί να παϱατηϱήσουµε ότι αν (p, fp), (q, gq) ∈

∧m
M, τότε έχουµε τα

ακόλουϑα: Αν p = q, τα στοιχεία (p, fp), (q, gq) ανήκουν στο ίδιο Vi, κι αν p 6= q, από την
ιδιότητα Hausdorff της M µποϱούν να ϐϱεϑούν Ui, Uj µε:

p ∈ Ui, q ∈ Uj και Ui ∩ Uj = ∅

∆ηλαδή (p, fp) ∈ π−1(Ui) = Vi, (q, gq) ∈ π−1(Uj) = Vj , Vi ∩ Vj = ∅. Από το Λήµµα 2.2, η
οικογένεια {(Vi,ΦVi)}i∈I πϱοσδίδει C∞−δοµή στην εξωτεϱική άλγεϐϱα

∧m
M.

Βήµα IV: Τέλος, ϑα δειξουµε ότι η π είναι C∞. Χϱησιµοποιώντας τους χάϱτες
(
Vi,ΦVi

)
και

(Ui, ϕUi), η τοπική παϱάσταση της π γίνεται:

ϕUi ◦ π ◦ Φ−1
Vi

(
x1, · · · , xn+(n

m)
)

= (x1, · · · , xn)

οπότε είναι C∞.
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3.5 ∆ιαϕοϱικές µοϱϕές

Οϱισµός 3.10 (∆ιαφορικές µορφές). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞− πολλαπλότητα. Μία
συνάϱτηση ω : M →

∧m
M ϑα λέγεται m−διαϕοϱική µοϱϕή εάν είναι C∞

(
M;
∧m

M
)

κι
επιπλέον π ◦ ω = id. ∧m

MM

M

ω

π
id

ΣυµϐολίϹουµε το σύνολο των m−διαϕοϱικών µοϱϕών στην M µε Ωm(M).

Από τον οϱισµό των διαϕοϱικών µοϱϕών, το σύνολο Ωm(M) καϑίσταται διανυσµατικός χώϱος,
αϕού για κάϑε ω, η ∈ Ωm(M) έχουµε λω(x) + η(x) ∈ Am(TxM), και η λω+ η είναι επίσης C∞.

΄Ολη η πϱοηγούµενη πϱοετοιµασία έχει δοµηϑεί για την πεϱιγϱαϕή των διαϕοϱικών µοϱϕών.
Κατ’ αϱχάς, από τον οϱισµό των (dxi)p και την Πϱόταση 3.8, κάϑε διαϕοϱική µοϱϕή ω ∈ Ωm(M)
γϱάϕεται:

ω(x) =
∑

i1<···<im

ωi1,··· ,im · (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxim)x

Αυτή η γϱαϕή δεν υπονοεί µε κανέναν τϱόπο ότι τα (dxi)x µεταϐάλλονται οµαλά καϑώς
x ∈ M, όµως η απόδειξη του Θεωϱήµατος 3.3 αλλάϹει την κατάσταση αυτή. Τα dxi γίνονται
διαϕοϱικές µοϱϕές και, κατά συνέπεια, τα (dxi)x µεταϐάλλονται οµαλά καϑώς x ∈M, σύµϕωνα
µε τη διαϕοϱική δοµή της εξωτεϱικής άλγεϐϱας. Αυτό δίνει έναυσµα για τον επόµενο οϱισµό.

Οϱισµός 3.11 (Βασικές 1−µοϱϕές). ΄Εστω (M,T,A) µίαC∞− πολλαπλότητα. Οι διαϕοϱικές
µοϱϕές:

dxi : M→
∧1

M µε (dxi)(x) = (dxi)x

καλούνται ϐασικές 1−µοϱϕές της M.

Φυσικά το ίδιο συµϐαίνει και για τιςm−µοϱϕές. Οι ποσότητες (dxi1)x∧ · · · ∧ (dxim)x δίνουν
διαϕοϱική µοϱϕή dxi1 ∧ · · · ∧ dxim , κι άϱα οι πϱώτες µεταϐάλλονται οµαλά καϑώς x ∈M.

Πϱόταση 3.9 (Βάση του Ωm(M)). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞− πολλαπλότητα. Κάϑε διαϕοϱική
µοϱϕή ω ∈ Ωm(M) γϱάϕεται στη µοϱϕή:

ω(x) =
∑

i1<···<im

ωi1,··· ,im(x) · (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxim)x

όπου ωi1,··· ,im είναι C∞−συναϱτήσεις. Aντίστϱοϕα, κάϑε τέτοια γϱαϕή µε C∞−συντελεστές
είναι διαϕοϱική µοϱϕή.
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Απόδειξη: (⇒) Πϱοηγουµένως είδαµε τη γϱαϕή:

ω(x) =
∑

i1<···<im

ωi1,··· ,im(x) · (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxim)x

οπότε χϱειάϹεται να δείξουµε ότι οι ωi1,··· ,im(x) είναι C∞−συναϱτήσεις.
Εάν (U,ϕ),

(
V = π−1(U),Φ

)
είναι τοπικοί χάϱτες, από το γεγονός ότι ω ∈ C∞

(
M;
∧m

M
)
,

έπεται ότι η τοπική παϱάσταση:

Φ ◦ ω ◦ ϕ−1
(
ϕ1(x), · · · , ϕn(x)

)
=
(
ϕ̃1(x), · · · , ϕ̃n(x),

(
ωi1,··· ,in(x)

)
16i1<···<im6n

)
είναι C∞. ∆ηλαδή οι ωi1,··· ,im είναι C∞.

(⇐) Από την άλλη, εάν οι ωi1,··· ,im είναι C∞−συναϱτήσεις, επειδή οι dxi1 ∧ · · · ∧ dxim είναι
C∞, η:

ω(x) =
∑

i1<···<im

ωi1,··· ,im(x) · (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxim)x

είναι C∞.

Η προηγούµενη ανάλυση και οι ορισµοί δόϑηκαν για διαφορικές µορφές τάξεως τουλάχιστον
1. Για να είµαστε ϐέϐαια αντικειµενικοί, έτσι όπως παϱουσιάσαµε τις διαφορικές µορφές, αυτό
ήταν και το λογικό. Παϱόλα αυτά, έχει νόηµα να ορίσουµε και µορφές µηδενικής τάξεως. Θα
δούµε αϱγότεϱα ότι µε τις 0−µοϱϕές µποϱούµε να έχουµε µία διαίσθηση για το πώς γενικεύον-
ται κάποιες γνωστές έννοιες στις διαφορικές µορφές, όπως είναι για παϱάδειγµα ο διαφορικός
τελεστής.

Οϱισµός 3.12 (0−µοϱϕές). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞− πολλαπλότητα. ΟϱίϹουµε ως 0−µοϱϕή
κάϑεC∞(M;R)−συνάϱτηση, και συµϐολίϹουµε Ω0(M) = C∞(M;R). Οι 0−µοϱϕές καλούνται
και ϐαϑµωτά πεδία.

Με αυτόν τον οϱισµό µποϱούµε να επεκτείνουµε την έννοια των µοϱϕών. Βέϐαια ειδικές
συναϱτήσεις σε µοϱϕές µεγαλύτεϱης τάξης, όπως το σϕηνοειδές γινόµενο, δεν έχουν µεταϕεϱϑεί
στην ειδική πεϱίπτωση των 0−µοϱϕών. Γι’ αυτό οϱίϹουµε µεταξύ της µηδενικής µοϱϕής f και
της m−µοϱϕής ω:

f ∧ ω = f · ω

Αυτός ο ορισµός είναι λογικός, εάν κανείς σκεϕτεί πώς δϱουν τα ϐαθµωτά πεδία στα διανυσ-
µατικά, στη ϕυσική.

Οϱισµός 3.13 (Ανάσυϱση στις διαϕοϱικές µοϱϕές). ΄Εστω (M,TM,A), (N,TN,B) δύο C∞−
πολλαπλότητες, και F : M→ N µία C∞−συνάϱτηση. ΟϱίϹουµε την ανάσυϱση (pullback) F ∗

µίας ω ∈ Ωm(N) µε τον εξής τϱόπο:

F ∗(ω)(p)(♦1, · · · ,♦m) = ω
(
F (p)

)(
F∗(♦

1), · · · , F∗(♦m)
)

∆ηλαδή, F ∗ : Ωm(N) → Ωm(M). Για να γίνουµε πεϱισσότεϱο ακϱιϐείς, εάν u1
p, · · · , ump ∈

TpM:
F ∗(ω)(p)(u1

p, · · · , ump ) = ω
(
F (p)

)(
F∗(u

1
p), · · · , F∗(ump )

)
κι αν αντικαταστήσουµε από τον οϱισµό τους τις πϱοωϑήσεις F∗:

F ∗(ω)(p)(u1
p(�1), · · · , ump (�m)) = ω

(
F (p)

)(
u1
p(�1 ◦ F ), · · · , ump (�m ◦ F )

)
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Και πάλι σηµειώνουµε ότι η οϱολογία �ανάσυϱση� είναι λογική, αϕού αντιστϱέϕει τα ϐέλη
(από το M→N στο Ωm(N)→ Ωm(M)).

Πϱόταση 3.10 (Ιδιότητες της ανάσυρσης στις διαφορικές µορφές). ΄Εστω (M,TM,A),
(N,TN,B), (K,TK, C) τϱεις C∞− πολλαπλότητες, και F : M → N, G : N → K δύο
C∞−συνάϱτήσεις.

i. H F ∗ είναι γϱαµµική απεικόνιση.

ii. F ∗(ω ∧ η) = F ∗(ω) ∧ F ∗(η)

iii. (G ◦ F )∗ = F ∗ ◦G∗

Απόδειξη: Για το i. έχουµε:

F ∗(λω + η)(p)(♦1, · · · ,♦m) = (λω + η)
(
F (p)

)(
F∗(♦

1), · · · , F∗(♦m)
)

το οποίο αποδεικνύει τη γϱαµµικότητα.
Για το ii.: Γϱάϕοντας αναλυτικά την ω ∧ η, έπεται:

F ∗(ω ∧ η)(p)(♦i)i6m+` = (ω ∧ η)
(
F (p)

)(
F∗(♦

i)
)
i6m+`

=
1

m!`!
A
(
ω
(
F (p)

)
⊗ η
(
F (p)

))(
F ∗(♦i)

)
i6m+`

΄Οµως για την τελευταία ποσότητα παϱατηϱούµε ότι:(
ω
(
F (p)

)
∧ η
(
F (p)

))(
F∗(♦

i)
)
i6m+`

=
1

m!`!
A
(
ω
(
F (p)

)
⊗ η
(
F (p)

))(
F∗(♦

i)
)
i6m+`

κι άϱα έχουµε λάϐει τον τύπο F ∗(ω ∧ η) = F ∗(ω) ∧ F ∗(η).
Για το iii.: Γϱάϕουµε:

(G ◦ F )∗(p)(♦i)i6m = ω
(
G ◦ F (p)

)(
(G ◦ F )∗(♦

i)
)
i6m

?
= ω

(
G ◦ F (p)

)(
G∗ ◦ F∗(♦i)

)
i6m

= G∗(ω)
(
F (p)

)(
F∗(♦

i)
)
i6m

= (F ∗ ◦G∗)(ω)
(
p
)
(♦i)i6m

όπου η ισότητα άστϱο (?) δικαιολογείται από την Πϱόταση 2.2.

3.6 Το διαϕοϱικό στις µοϱϕές

Η κατασκευή του διαϕοϱικού στις διαϕοϱικές µοϱϕές είναι αϱκετά ενδιαϕέϱουσα, και στηϱίϹεται
ουσιωδώς στις ιδιότητες του διαϕοϱικού των συναϱτήσεων. Με την παϱουσίαση που ϑα διαλέξουµε
ϑα αποδείξουµε ότι το διαϕοϱικό χαϱακτηϱίϹεται µέσω κάποιων ιδιοτήτων και είναι µοναδικό.

Οϱισµός 3.14 (∆ιαϕοϱικό στις 0−µοϱϕές). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞− πολλαπλότητα και
f ∈ Ω0(M). ΟϱίϹουµε το διαϕοϱικό df της f µέσω του τύπου:

(df)x(ux) = ux(f)

δηλαδή το διαϕοϱικό παϱαγωγίϹει κάϑε ϕοϱά τη συνάϱτηση στο x, από την κατεύϑυνση που ϑα
οϱίσουµε.
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Παϱατήϱηση 3.5 (Το διαϕοϱικό στις 0−µοϱϕές σε τοπικές συντεταγµένες). ΄Εστω (M,T,A) µία
C∞− πολλαπλότητα και f ∈ Ω0(M). Το διαϕοϱικό df παίϱνει τη µοϱϕή:

(df)x(ux) =
n∑
i=1

∂f

∂xi

∣∣∣
x
· (dxi)x(ux)

ή απλούστεϱα:

(df)x =
n∑
i=1

∂f

∂xi

∣∣∣
x
· dxi

Απόδειξη: Εάν γϱάψουµε:

ux =
n∑
i=1

uxi
∂

∂xi

∣∣∣
x

ϑα έχουµε:

(df)x(ux) = (df)x

(
n∑
i=1

uxi
∂

∂xi

∣∣∣
x

)
=

n∑
i=1

uxi (df)x

Å
∂

∂xi

∣∣∣
x

ã
Επειδή τώϱα (df)x(∂/∂xi|x) = ∂f/∂xi|x και uxi = (dxi)x(ux) (αυτά ισχύουν εξ οϱισµού), έπεται:

(df)x(ux) =

n∑
i=1

∂f

∂xi

∣∣∣
x
· (dxi)x(ux)

Παϱατήϱηση 3.6. Εάν (M,T,A) είναι µία συνεκτική, C∞− πολλαπλότητα και f ∈ Ω0(M) µε
df = 0, τότε η f είναι σταϑεϱή.

Απόδειξη: Ας υποϑέσουµε ότι df = 0. Τότε:

df =

n∑
i=1

∂f

∂xi
· dxi = 0

δηλαδή ∂f/∂xi|x = 0. Τοπικά λοιπόν η f είναι σταϑεϱή και ίση µε c, το οποίο σηµαίνει ότι το
σύνολο:

{x ∈M | f(x) = c}

είναι ανοικτό. Επειδή η f είναι συνεχής, είναι και κλειστό, κι επειδή η M είναι συνεκτική,
{x ∈M | f(x) = c} = M.

΄Οσον αϕοϱά το διαφορικό στιςm−µοϱϕές, εδώ ϑα σηµειώσουµε µεϱικές ιδιότητες που αναµέ-
νουµε να έχει το διαφορικό µίας m−µοϱϕής.

Κατ’ αϱχάς, εάν m = 0, ϑέλουµε (df)x(ux) = ux(f), ώστε να αποτελεί πϱάγµατι επέκταση
του διαϕοϱικού.

Επίσης, δεδοµένου ότι το σϕηνοειδές γινόµενο έχει µοϱϕή γινοµένου µεταξύ των διαϕοϱικών
µοϱϕών, ϑέλουµε να ισχύει ενός είδους κανόνας του Leibnitz:

Εάν ω ∈ Ωm(M), η ∈ Ω`(M), τότε d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)mω ∧ dη

Το µείoν εµϕανίϹεται στον τύπο λόγω του ω ∧ η = (−1)m`(η ∧ ω). Εάν έχουµε:

d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)mω ∧ dη

τότε ϑα ϑέλαµε να ισχύει και ο τύπος:

d(η ∧ ω) = dη ∧ ω + (−1)`η ∧ dω
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δηλαδή ϑα ϑέλαµε:

(−1)m`d(ω ∧ η) = d(η ∧ ω) = dη ∧ ω + (−1)`η ∧ dω

Τον ελέγχουµε γϱάϕοντας:

(−1)m`d(ω ∧ η) = (−1)m`dω ∧ η + (−1)m(−1)m`ω ∧ dη
= (−1)m`+(m+1)`η ∧ dω + (−1)m+m`+m(`+1)dη ∧ ω
= (−1)`η ∧ dω + dη ∧ ω
= d(η ∧ ω)

΄Ισως λιγότεϱο ϕανερή αλλά εξίσου σηµαντική είναι η ιδιότητα d(dω) = d2ω = 0. Αν περιορ-
ιστούµε στις 0−µοϱϕές f ∈ Ω0(M), η µοϱϕή df είναι γραµµική, και κατά συνέπεια αναµένουµε
το διαφορικό της να είναι µηδέν, δηλαδή d(df) = d2f = 0.

Με το παϱακάτω ϑεώϱηµα ϑα δείξουµε ότι οι τϱεις πϱοηγούµενες ιδιότητες χαϱακτηϱίϹουν τον
τελεστή του διαϕοϱικού. Αυτό, κατά µία έννοια, πεϱιοϱίϹει πολύ την �επιλογή� µίας συνάϱτησης
διαϕοϱικού. Μάλιστα ϑα δούµε ότι υπάϱχει µονάχα µία συνάϱτηση διαϕοϱικού, πϱάγµα αϱκετά
ενδιαϕέϱον.

Θεωϱηµα 3.4 (΄Υπαρξη και µοναδικότητα του διαφορικού). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞− πολ-
λαπλότητα. Υπάρχει µοναδικός γραµµικός τελεστής d : Ωm(M) → Ωm+1(M), για κάϑε
m ∈ {0, 1, 2, 3, · · · }, που ικανοποιεί τα ακόλουϑα:

i. Εάν f ∈ Ω0(M), τότε:
(df)x(ux) = ux(f)

ii. Εάν ω ∈ Ωm(M) και η ∈ Ω`(M):

d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)mω ∧ dη

iii. Για κάϑε διαϕοϱική µοϱϕή ω έχουµε d(dω) = d2ω = 0.

Απόδειξη: Η απόδειξη ϑα γίνει σε ϐήµατα. Για ευκολία στους συµϐολισµούς -όπως και στους
ϐασικούς εναλλάσσοντες m−τανυστές- ϑα συµϐολίϹουµε:

dxI = dxi1 ∧ · · · ∧ dxim , όπου I ∈ {1, · · · , n}m και i1 < · · · < im

Βήµα Ι: Πϱώτα ϑα δείξουµε τη µοναδικότητα. Εάν έχουµε {ωi}i6k ⊆ Ωm(M), τότε ϑα
δείξουµε επαγωγικά ότι:

d(dω1 ∧ · · · ∧ dωk) = 0

Για k = 1 αυτό είναι συνέπεια του iii. Για k > 1, ϑα υποϑέσουµε ότι η σχέση ισχύει και ϑα
δείξουµε ανάλογη σχέση για k + 1. ΟϱίϹουµε λοιπόν η = dω1 ∧ · · · ∧ dωk και γϱάϕουµε από το
ii.:

d(η ∧ dωk+1) = dη ∧ ωk+1 ± η ∧ d2ωk+1

Από το iii. έχουµε η ∧ d2ωk+1 = 0, κι από την επαγωγική υπόϑεση dη ∧ ωk+1 = 0.
Το παϱαπάνω το χϱειαϹόµαστε για να δείξουµε ότι για κάϑε µοϱϕή ω ∈ Ωm(M) το dω

εξαϱτάται από το διαϕοϱικό στις 0−µοϱϕές. Γϱάϕουµε λοιπόν:

ω =
∑

I∈{1,··· ,n}m αύξ.

ωIdxI

και µε το διαϕοϱικό παίϱνουµε, χϱησιµοποιώντας το ii.:

dω = d

Ñ ∑
I∈{1,··· ,n}m αύξ.

ωIdxI

é
?
=

∑
I∈{1,··· ,n}m αύξ.

dωI ∧ dxI ±
∑

I∈{1,··· ,n}m αύξ.

ωId
2xI
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όπου στη σχέση άστϱο (?) χϱησιµοποιούµε τον οϱισµό f ∧ω = f ·ω, όταν η f είναι 0−µοϱϕή και
ω µία άλλη µοϱϕή.

΄Εχουµε δηλαδή, από το i. και την Παϱατήϱηση 3.5, ότι:

dω =
∑

I∈{1,··· ,n}m αύξ.

dωI ∧ dxI

=
∑

I∈{1,··· ,n}m αύξ.

(
n∑
i=1

∂ωI
∂xi
· dxi

)
∧ dxI

πϱάγµα που αποδεικνύει την εξάϱτηση µόνο από τις ϐασικές διαϕοϱικές µοϱϕές.
Βήµα ΙΙ: Τώϱα χϱειάϹεται να οϱίσουµε τον τελεστή d. Βάσει των υπολογισµών στο Βήµα Ι,

εάν:
ω =

∑
I∈{1,··· ,n}m αύξ.

ωIdxI

ϑα οϱίσουµε:
dω =

∑
I∈{1,··· ,n}m αύξ.

dωI ∧ dxI

και ϑα δείξουµε ότι η dω είναι C∞. Γϱάϕοντας:

dω =
∑

I∈{1,··· ,n}m αύξ.

(
n∑
i=1

∂ωI
∂xi
· dxi

)
∧ dxI

και κάνοντας πϱάξεις, κανείς καταλήγει στο C∞.
΄Οσον αϕοϱά τη γϱαµµικότητα, ϑεωϱούµε ω, η ∈ Ωm(M):

ω =
∑

I∈{1,··· ,n}m αύξ.

ωIdxI και η =
∑

I∈{1,··· ,n}m αύξ.

ηIdxI

και υπολογίϹουµε:

d(λω + η) = d

Ñ ∑
I∈{1,··· ,n}m αύξ.

(λωI + ηI)dxI

é
?
=

∑
I∈{1,··· ,n}m αύξ.

d(λωI + ηI) ∧ dxI

??
=

∑
I∈{1,··· ,n}m αύξ.

(λdωI + dηI) ∧ dxI

= λdω + dη

όπου η ισότητα άστϱο (?) δικαιολογείται από τον οϱισµό και η διπλό άστϱο (??) από την i.
(συγκεκϱιµένα από τη γϱαµµικότητα του d στις 0-µοϱϕές).

Βήµα ΙΙΙ: ΄Εχοντας υπόψη το ii., ϑα δείξουµε τον ϐοηϑητικό τύπο:

d(f ∧ dxJ) = df ∧ dxJ , όπου f ∈ Ω0(M) και J ∈ {1, · · · , n}m αυϑαίϱετο

Θέτουµε τους όϱους του J σε άυξουσα σειϱά, και ϑεωϱούµε τ την αντίστοιχη µετάϑεση και I το
πϱοκύπτον διάνυσµα. Από τις ιδιότητες του σϕηνοειδούς γινοµένου έχουµε dxI = sgn(τ)dxJ , κι
άϱα:

d(f ∧ dxJ) = d(f ∧ sgn(τ) · dxI)
?
= sgn(τ) · df ∧ dxI = df ∧ dxJ

Η ισότητα άστϱο (?) αληϑεύει λόγω της γϱαµµικότητας του d καϑώς επίσης και του οϱισµού του,
σε συνδυασµό µε τον οϱισµό της σϕήνας στις 0−µοϱϕές. Αποδεικνύεται λοπόν η Ϲητούµενη
σχέση d(f ∧ dxJ) = df ∧ dxJ .

Βήµα ΙV: Τώϱα ϑα δείξουµε την ιδιότητα ii. ΄Εστω λοιπόν ω ∈ Ωm(M) και η ∈ Ω`(M).
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Εάν m = ` = 0, τότε η σχέση είναι συνέπεια του κανόνα της αλυσίδας. Πϱάγµατι:

d(ω ∧ η) =
n∑
i=1

∂(ω ◦ η)

∂xi
· dxi

=
n∑
i=1

∂ω

∂xi
η · dxi +

n∑
i=1

ω
∂η

∂xi
· dxi

= dω ∧ η + ω ∧ dη

Σηµειώνουµε εδώ ότι χϱησιµοποιείται και πάλι ο οϱισµός της σϕήνας στις 0−µοϱϕές.
΄Οσον αϕοϱά τη γενική πεϱίπτωση, ϑεωϱούµε m, ` > 0 (η πεϱίπτωση που κάποιο από αυτά

είναι µηδέν, αλλά όχι και τα δύο, είναι απλούστεϱη). Γϱάϕουµε:

ω =
∑
I

ωIdxI και η =
∑
J

ηJdxJ

κι έχουµε:

d(ω ∧ η) = d

((∑
I

ωIdxI

)
∧

(∑
J

ηJdxJ

))
= d

(∑
I

∑
J

ωIηJdxI ∧ dxJ

)

Από τη γϱαµµικότητα του d κι από το Βήµα ΙΙΙ έπεται:

d

Ñ∑
I,J

ωIηJdxI ∧ dxJ

é
=
∑
I,J

d(ωIηJ) ∧ dxI ∧ dxJ

=
∑
I,J

(dωI ∧ ηJ + ωI ∧ dηJ) ∧ dxI ∧ dxJ

=
∑
I,J

(dωI ∧ dxI) ∧ (ηJ ∧ dxJ) + (−1)m(ωI ∧ dxI) ∧ (dηJ ∧ dxJ)

= dω ∧ η + (−1)mω ∧ dη

Ο συντελεστής (−1)m εµϕανίϹεται µε εναλλαγές στα σϕηνοειδή γινόµενα. Συγκεκϱιµένα, µε την
εναλλαγή της 1−µοϱϕής dηJ και της m−µοϱϕής dxI . Με ανάλογο σκεπτικό κανείς συνάγει ότι
εµποϱός του πϱώτου όϱου υπάϱχει µονάχα (−1)0 = 1.

Βήµα V: Τέλος ϑα δείξουµε την ιδιότητα iii. ΄Εστω λοιπόν ω ∈ Ωm(M).
Εάν m = 0, τότε:

d(dω) = d

Ñ
n∑
j=1

∂ω

∂xj
· dxJ

é
?
=

n∑
i=1

n∑
j=1

d

Å
∂ω

∂xj

ã
∧ dxj

=

n∑
j=1

n∑
i=1

∂2ω

∂xixj
· dxi ∧ dxj

=
∑
i<j

Å
∂2ω

∂xi∂xj
− ∂2ω

∂xj∂xi

ã
· dxi ∧ dxj

= 0

(Η ισότητα άστϱο (?) ισχύει εξ οϱισµού).
Εάν m > 0, γϱάϕουµε:

ω =
∑
I

ωIdxI
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κι έχουµε:

d(dω) = d

(∑
I

dωI ∧ dxI

)
=
∑
I

d(dωI) ∧ dxI − dωI ∧ d(dxI)

Επειδή d(dωI) = 0 και d(dxI) = d(1) ∧ dxI = 0, έχουµε d(dω) = 0.

΄Εχοντας το διαφορικό στιςm−διαϕοϱικές µορφές, είναι αρκετά εδιαφέρον κανείς να παρατηρή-
σει ότι η Παϱατήϱηση 3.6 δεν γενικεύεται σε µεγαλύτεϱες διαστάσεις. Αυτό που ουσιωδώς αλλάζει
στις περισσότερες διαστάσεις είναι η γεωµετϱία των συνόλων στα οποία µελετούνται οι διαφορικές
µορφές.

Παϱατήϱηση 3.7 (Ο δείκτης στϱοϕής). Στην πολλαπλότητα (R2)∗ = R\{(0, 0)} (µε η σχετική
τοπολογία και τον ταυτοτικό χάϱτη), ϑεωϱούµε τη µοϱϕή:

ω =
−y

x2 + y2
dx+

x

x2 + y2
dy

Για την ω έχουµε dω = 0 (µε πϱάξεις), όµως ω 6= 0.

3.7 Ο τελεστής διαϕόϱισης µε όϱους διανυσµατικού λογισµού

Ως εφαρµογή στον διανυσµατικό λογισµό (στους Ευκλειδίους χώϱους), ϑα αναϕέϱουµε ένα ενδι-
αφέρον αποτέλεσµα που σχετίϹει τους τελεστές κλίσης (∇♦), απόκλισης (∇ · ♦) και στροβιλισµού
(∇×♦) µε το διαφορικό των µορφών. Σηµειώνουµε επίσης ότι κανείς µποϱεί -µε τον γεωµετϱικό
οϱισµό του εφαπτόµενου χώϱου- να ϕαντάζεται τις F ∈ C∞(Rn;Rn) ως διανυσµατικά πεδία.

Ξεκινάµε µε µεϱικές υπενϑυµίσεις. Κατ’ αϱχάς, εάν f ∈ C∞(Rn;R), οϱίϹουµε την κλίση:

∇f =
n∑
i=1

∂f

∂xi
ei

όπου {ei}i6n είναι η συνήϑης ϐάση του Rn. Ο τελεστής της κλίσης εκϕϱάϹει την κλίση του
εϕαπτόµενου υπεϱεπιπέδου στο γϱάϕηµα της f . Επίσης, εάν F ∈ C∞(Rn;Rn), οϱίϹουµε την
απόκλιση:

∇ · F =

n∑
i=1

∂Fi
∂xi

που εκϕϱάϹει την πυκνότητα της �ϱοής� διαµέσου του συνόϱου ενός συνόλου κοντά στο x. Αυτό
το ϐλέπουµε στον απειϱοστικό λογισµό, µέσω του τύπου:

(∇ · F )x = lim
A↓{x}

1

vol(A)

∫
bdA

F · n̂ dS

όπου n̂ είναι το εξωτεϱικό κάϑετο διάνυσµα στο bdA. To
∫

bdA F · n̂ dS εκϕϱάϹει την ποσότητα
του υλικού που ϕεύγει/εισέϱχεται µέσω του συνόϱου bdA. Τέλος έχουµε και τον στϱοϐιλισµό.
Εάν F ∈ C∞(R3;R3), οϱίϹουµε:

∇× F = det

Ü
e1 e2 e3

∂/∂x1 ∂/∂x2 ∂/∂x3

F1 F2 F3

ê
Ο στϱοϐιλισµός είναι ένα µέτϱο του πώς στϱέϕεται τοπικά, γύϱω από ένα x, ένα διανυσµατικό
πεδίο. Στον απειϱοστικό λογισµό αυτό το ϐλέπουµε µέσω του τύπου:

(∇× F )x · û = lim
D↓{x}

1

vol(D)

∫
∂D

F · z dS



78 Κεϕάλαιο 3. Πλειογϱαµµικές συναϱτήσεις και διαϕοϱικές µοϱϕές

Εδώ ϑεωϱούµε ότι το û είναι µοναδιαίο διάνυσµα και τα σύνολα D δίσκοι (διδιάστατοι) κάϑετοι
στο û, µε κέντϱο το x. Το D παϱαµετϱοποιείται έτσι ώστε ο πϱοσανατολισµός του µε το û να
συµϕωνούν µε τον κανόνα του δεξιού χεϱιού. Επίσης, το vol(D) έχει την έννοια του εµϐαδού.

Θεωϱηµα 3.5. Υπάϱχουν γϱαµµικοί ισοµοϱϕισµοί αi, βj που κάνουν µεταϑετικά τα ακόλουϑα
διαγϱάµµατα:

C∞(Rn;R)
α0

Ω0(Rn)

∇♦

X(Rn)
α1

Ω1(Rn)

d

και:

X(Rn)
βn−1

Ωn−1(Rn)

∇ · ♦

C∞(Rn;R)
βn

Ωn(Rn)

d

∆ηλαδή d ◦ α0(♦) = α1 ◦∇♦ και d ◦ βn−1(♦) = βn ◦ (∇ ·♦). Ιδίως στην πεϱίπτωση του n = 3,
τα διαγϱάµµατα �κλείνουν� µε το µεταϑετικό διάγϱαµµα που εµπλέκει τον στϱοϐιλισµό.

C∞(R3;R)
α0

Ω0(R3)

∇♦

X(R3)
α1

Ω1(R3)

d

X(R3)

∇× ♦ d

Ω2(R3)
β2

∇ · ♦

C∞(R3;R)
β3

Ω3(R3)

d

∆ηλαδή έχουµε την επιπλέον σχέση d ◦ β2(♦) = β3 ◦ (∇× ♦).

Απόδειξη: Θεωϱούµε f, g ∈ C∞(Rn;R) και F,G ∈ C∞(Rn;Rn) µε:

F =
n∑
i=1

Fiei και G =
n∑
i=1

Giei

Θα οϱίσουµε τις απεικονίσεις:

i. α0(f) = f

ii. α1(F ) =
∑n

i=1 Fidxi

iii. βn−1(G) =
∑n

i=1(−1)i+1Gi · dx1 ∧ · · · ∧ dxi ∧ · · · ∧ dxn
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iv. βn(g) = g · dx1 ∧ · · · ∧ dxn

και είναι υπόϑεση υπολογισµών κανείς να ελέγξει ότι αυτές είναι γϱαµµικοί ισοµοϱϕισµοί και

καϑιστούν τα διαγϱάµµατα µεταϑετικά. Με (·) σηµειώνουµε την παϱάλειψη ενός όϱου.

Παϱατήϱηση 3.8. Εϕόσον d2 ≡ 0, από το Θεώϱηµα 3.5 µποϱούµε να συνάγουµε τους γνωστούς
τύπους:

∇× (∇♦) ≡ 0 και ∇ · (∇× ♦) ≡ 0





ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4

Πϱοσανατολίσιµες πολλαπλότητες και
το ϑεώϱηµα του Stokes

4.1 Ολοκλήϱωση σε πεϱιοχές

΄Εχουµε κάνει τη ϐασική πϱοετοιµασία όσον αϕοϱά τον αυστηϱό οϱισµό των διαϕοϱικών µοϱϕών,
κι επόµενο ϐήµα είναι η ολοκλήϱωσή τους, που υπενϑυµίϹουµε ότι εξαϱχής ήταν ϐασικός µας
στόχος.

Θεωϱούµε για αϱχή, όχι τυχούσα πολλαπλότητα M, αλλά τοπικό χάϱτη αυτής (U,ϕ). Ο
περιορισµός αυτός δεν γίνεται µονάχα για λόγους ευκολίας. Γενικά η ολοκλήρωση στις πολ-
λαπλότητες σχετίζεται, όπως ϑα δούµε, µε µία έννοια προσανατολισµού.

Ας ϑεωϱήσουµε µία διαϕοϱική µοϱϕή ω. Εϕόσον ϑέλουµε να υπολογίσουµε το
∫
U ω, είναι

ϕυσιολογικό να χϱησιµοποιήσουµε τον χάϱτη ϕ πϱοκειµένου να µεταϕεϱϑούµε σε µία πιο οικεία
πεϱίπτωση. Μάλιστα, ϑα είναι ϐολικό τα εϕαπτόµενα διανύσµατα στα οποία η ω υπολογίϹεται να
εµϕανίϹουν κάποια �κανονικότητα�, για παϱάδειγµα να είναι τα ∂/∂yi|ϕ(p) µε µεταϕοϱά µέσω
της ϕ∗.

ϕ
vp

up

∂

∂y2

∣∣∣
ϕ(p)

∂

∂y1

∣∣∣
ϕ(p)

Θεωϱώντας τα ϐασικά διανυσµατικά πεδία ∂/∂yi, σε κάϑε p ∈ U µποϱούµε να πάϱουµε τα
εϕαπτόµενα διανύσµατα:

up(i) = (ϕ−1)∗

Å
∂

∂yi

∣∣∣
ϕ(p)

ã
µέσω της πϱοώϑησης (ϕ−1)∗ (που, εξ ορισµού, µεταϕέϱει εφαπτόµενα διανύσµατα από το ϕ(U)
στο M). Στο διδιάστατο σχήµα που προηγήθηκε, τα διανύσµατα αυτά είναι τα up, vp. Τα διανύσ-
µατα µεταϕέϱονται µέσω της ϕ∗ στα:

ϕ∗
(
up(i)

)
=

∂

∂yi

∣∣∣
ϕ(p)

όπως εξάλλου επιϑυµούµε.
ΟϱίϹουµε λοιπόν:∫

U
ω =

∫
ϕ(U)

ω
(
ϕ−1(y)

) (
uϕ−1(y)(1), · · · , uϕ−1(y)(n)

)
dy
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δηλαδή: ∫
U
ω =

∫
ϕ(U)

ω
(
ϕ−1(y)

)Å
(ϕ−1)∗

Å
∂

∂y1

∣∣∣
y

ã
, · · · , (ϕ−1)∗

Å
∂

∂yn

∣∣∣
y

ãã
dy

Σηµειώνουµε ότι το δεξί ολοκλήϱωµα είναι το σύνηϑες ολοκλήϱωµα στον Rn. ΄Ενας πϱοσεκτικός
αναγνώστης ϑα παϱατηϱήσει ότι η ολοκληϱωτέα ποσότητα στο δεξί ολοκλήϱωµα είναι ακϱιϐώς η
ανάσυϱση (ϕ−1)∗(ω)(y)

(
∂/∂y1|y, · · · , ∂/∂yn|y

)
, οπότε µποϱούµε να γϱάψουµε:∫

U
ω =

∫
ϕ(U)

(ϕ−1)∗(ω)(y)

Å
∂

∂y1

∣∣∣
y
, · · · , ∂

∂yn

∣∣∣
y

ã
dy

ΣυνηϑίϹεται, χάϱη συντοµίας, ο συµϐολισµός:∫
U
ω =

∫
ϕ(U)

(ϕ−1)∗(ω) dy

ο οποίος όµως πϱέπει να χϱησιµοποιείται µε πϱοσοχή. Το εν λόγω ολοκλήϱωµα εξαϱτάται, και
µάλιστα µε αϱκετά ουσιώδη τϱόπο, από τα ∂/∂yi|y. Παϱακάτω ϑα άϱουµε ένα µέϱος αυτής της
εξάϱτησης, όχι όµως ολόκληϱο. Πϱώτα διατυπώνουµε τον οϱισµό.

Οϱισµός 4.1 (Ολοκλήϱωση διαϕοϱικών µοϱϕών σε πεϱιοχές). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞−
πολλαπλότητα διάστασης n, (U,ϕ) τοπικός χάϱτης και ω ∈ Ωn(M). ΟϱίϹουµε:∫

U
ω =

∫
ϕ(U)

(ϕ−1)∗(ω) dy

Λήµµα 4.1. ΄Εστω A,B ανοικτά υποσύνολα του Rn και F : A→ B µία C∞−συνάϱτηση. ΄Εστω
επίσης, για τον συµϐολισµό, x ∈ A, y ∈ B. Τότε

F ∗(dy1 ∧ · · · ∧ dyn) = det(∂Fi/∂xj)i,j · dx1 ∧ · · · ∧ dxn
Απόδειξη: Εϕόσον η F ∗(dy1 ∧ · · · ∧ dyn) είναι διάστασης n σε χώϱο διάστασης n, έχει τη

µοϱϕή F ∗(dy1 ∧ · · · ∧ dyn) = ω1,··· ,ndx1 ∧ · · · ∧ dxn. Επίσης:

ω1,··· ,n(x) = F ∗(dy1 ∧ · · · ∧ dyn)(x)

Å
∂

∂x1

∣∣∣
x
, · · · , ∂

∂xn

∣∣∣
x

ã
= dy1 ∧ · · · ∧ dyn(y)

Å
F∗

Å
∂

∂x1

∣∣∣
x

ã
, · · · , F∗

Å
∂

∂xn

∣∣∣
x

ãã
κι από τον κανόνα της αλυσίδας:

= dy1 ∧ · · · ∧ dyn(y)

Ñ
n∑
j=1

∂Fj
∂xi

∣∣∣
x
· ∂
∂yj

∣∣∣
y

é
i6n

Από την απόδειξη της Πϱότασης 3.6, έπεται τελικά:

ω1,··· ,n(x) = det(∂Fi/∂xj)i,j

Η εξάϱτηση από τα ∂/∂yi|y δίνεται από την ακόλουϑη πϱόταση:

Πϱόταση 4.1. ΄Εστω (M,T,A) µία C∞− πολλαπλότητα διάστασης n, (U,ϕ), (U,ψ) χάϱτες
και ω ∈ Ωn(M). ΄Εστω επίσης F : ϕ(U) → ψ(U) η C∞−αµϕιδιαϕόϱιση µε ϕ−1 = ψ−1 ◦ F
(δηλαδή η µετάϐαση των χαϱτών). Εάν η det(∂Fi/∂xj)i,j διατηϱεί πϱόσηµο, έχουµε:∫

ϕ(U)
(ϕ−1)∗(ω) dx = ±

∫
ψ(U)

(ψ−1)∗(ω) dy
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Απόδειξη: Αυτό που ϑέλουµε να δείξουµε είναι η σχέση:∫
ϕ(U)

(ϕ−1)∗(ω) dx = ε

∫
ψ(U)

(ψ−1)∗(ω) dy, όπου ε ∈ {±1}

δηλαδή, εάν η = (ψ−1)∗(ω):∫
ϕ(U)

F ∗(η) dx = ε

∫
ψ(U)

η dy, όπου ε ∈ {±1}

αϕού, από την Πϱόταση 3.10, (ϕ−1)∗ = (ψ−1 ◦ F )∗ = F ∗ ◦ (ψ−1)∗. Γϱάϕοντας:

η = η1,··· ,ndy1 ∧ · · · ∧ dyn

(η η είναι διάστασης n σε n−διάστατη πολλαπλότητα) έχουµε:∫
ϕ(U)

F ∗(η) dx =

∫
ϕ(U)

(η1,··· ,n ◦ F )F ∗(dy1 ∧ · · · ∧ dyn)

Å
∂

∂x1

∣∣∣
x
, · · · ∂

∂xn

∣∣∣
x

ã
dx

και από το Λήµµα 4.1, σε συνδυασµό µε τον οϱισµό των dxi:∫
ϕ(U)

F ∗(η) dy =

∫
ϕ(U)

(η1,··· ,n ◦ F )dx1 ∧ · · · ∧ dxn
Å
∂

∂x1

∣∣∣
x
, · · · ∂

∂xn

∣∣∣
x

ã
· det(∂Fi/∂xj)i,j dx

=

∫
ϕ(U)

(η1,··· ,n ◦ F ) · det(∂Fi/∂xj)i,j dx

Εποµένως, µε αλλαγή µεταϐλητής κι από τον οϱισµό των dyi:∫
ϕ(U)

F ∗(η) dx = ε

∫
ϕ(U)

η1,··· ,n dy

= ε

∫
ψ(U)

η1,··· ,ndy1 ∧ · · · ∧ dyn
Å
∂

∂y1

∣∣∣
y
, · · · ∂

∂yn

∣∣∣
y

ã
dy

= ε

∫
ψ(U)

η dy

όπου το ε ∈ {±1} είναι τέτοιο ώστε det(∂Fi/∂xj)i,j = ε · | det(∂Fi/∂xj)i,j |.

Η πϱοηγούµενη πϱόταση υποδηλώνει ότι, λόγω του πϱοσήµου, κανείς πϱέπει να πϱοσέξει
πώς ϑα µεταϐεί από την τοπική πεϱίπτωση σε όλη την πολλαπλότητα.

4.2 Πϱοσανατολίσιµες πολλαπλότητες

Οϱµώµενοι από την Πρόταση 4.1, ϑα διερευνήσουµε τι µποϱεί να σηµαίνουν τα διαφορετικά
πϱόσηµα στη µετάϐαση των χαϱτών, και ϑα δούµε ότι σχετίζονται µε τη διατήρηση ή την αντι-
στροφή του προσανατολισµού στους χάϱτες µίας πολλαπλότητας.

Το ϐασικό παϱάδειγµα είναι το εξής: Ας υποϑέσουµε ότι έχουµε µία πολλαπλότητα χωϱίς
σύνοϱο και έναν χάϱτη (U,ϕ) µε ϕ(U) = Rn. Στον Rn ϑεωϱούµε σηµείο y και τη συνήϑη ϐάση
του {e1, · · · , en}. Τϱοποποιούµε τη ϐάση αυτή κάνοντας ανάκλαση r, και παίϱνουµε τη ϐάση
{e1, · · · ,−en}. Εάν R+ είναι ο ϑετικά πϱοσανατολισµένος Rn (µε την πϱώτη ϐάση) και R− ο
αϱνητικά πϱοσανατολισµένος Rn (µε τη δεύτεϱη ϐάση), για κάϑε ω ∈ Ωn(U) έχουµε:∫

R+

(ϕ−1)∗(ω) dx = −
∫
R−

(ϕ−1 ◦ r−1)∗(ω) dy

(από την Πϱόταση 4.1) αϕού det
(
∂(r ◦ ϕ ◦ ϕ−1)i/∂xj

)
i,j

= −1 < 0. Με αντίστοιχο τϱόπο κανείς
δουλεύει στις πολλαπλότητες µε σύνοϱο, µόνο πϱοσέχει να µην κάνει ανάκλαση στην τελευταία
µεταϐλητή (για να µείνουµε εντός υπεϱεπιπέδου).
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Φαίνεται ότι ο προσανατολισµός που προσδίδεται στους χώϱους-µοντέλα είναι καθοριστικός
για το πϱόσηµο του ολοκληρώµατος. ∆εδοµένης αυτής της παϱατήϱησης, είναι ϕανερό ότι για
να οριστεί το ολοκλήρωµα µίας διαφορικής µορφής πϱέπει τα πϱόσηµα να συµφωνούν, δηλαδή
οι χάϱτες να είναι προσανατολισµένοι µε τον ίδιο προσανατολισµό. Κατά συνέπεια, κάϑε Ιακ-
ωβιανή ορίζουσα των πινάκων µετάϐασης πϱέπει να είναι ϑετική. Αυτό οδηγεί στην έννοια της
προσανατολίσιµης πολλαπλότητας.

Οϱισµός 4.2 (Προσανατολίσιµες και προσανατολισµένες πολλαπλότητες). ΄Εστω (M,T,A)
µία C∞−πολλαπλότητα. Η M καλείται προσανατολίσιµη πολλαπλότητα εάν µποϱεί να
καλυϕϑεί από χάϱτες {(Ui, ϕi)}i∈I ώστε για κάϑε i, j:

det
(
∂(ϕj ◦ ϕ−1

i )`/∂xk
)
`,k
> 0

(διαϕοϱετικά η πολλαπλότητα καλείται µη πϱοσανατολίσιµη). Η συλλογή των πϱοηγούµενων
χαϱτών {(Ui, ϕi)}i∈I ως πϱος τη σχέση ισοδυναµίας:

{(Ui, ϕi)}i∈I ∼ {(Vj , ψj)}j∈J ⇔ det
(
∂(ψj ◦ ϕ−1

i )`/∂xk
)
`,k
, det

(
∂(ϕi ◦ ψ−1

j )`/∂xk
)
`,k
> 0

καλείται προσανατολισµός της πολλαπλότητας. Μία πολλαπλότητα µαϹί µε έναν προσανα-
τολισµό καλείται προσανατολισµένη πολλαπλότητα.

Παϱάδειγµα πϱοσανατολίσιµης επιϕάνειας είναι η σϕαίϱα και τα γϱαϕήµατα συναϱτήσεων.
Παϱάδειγµα µη πϱοσανατολίσιµης επιϕάνειας είναι η κοϱδέλα του Möbius, που απεικονίϹεται
παϱακάτω.

Στο παϱάδειγµα πϱιν τον οϱισµό είδαµε -στην ουσία- ότι κάϑε προσανατολίσιµη επιϕάνεια
έχει τουλάχιστον δύο προσανατολισµούς. Στην τριδιάστατη πεϱίπτωση, είναι γνωστό ότι µία
σϕαίϱα µποϱεί να προσανατολιστεί µε δύο ακϱιϐώς τϱόπους (µε το εξωτερικό και εσωτεϱικό
κάθετο διάνυσµα). Ανάλογο αποτέλεσµα ισχύει σε κάϑε συνεκτική πολλαπλότητα, δηλαδή υπ-
άρχουν ακϱιϐώς δύο προσανατολισµοί.

Θεωϱηµα 4.1. Κάϑε συνεκτική και προσανατολίσιµη C∞−πολλαπλότητα (M,T,A) έχει
ακϱιϐώς δύο προσανατολισµούς.

Απόδειξη: Η πολλαπλότητα έχει τουλάχιστον δύο πϱοσανατολισµούς, όπως είδαµε µε το
επιχείϱηµα της ανάκλασης. Για να δείξουµε ότι είναι ακϱιϐώς δύο, ϑεωϱούµε πϱοσανατολισµούς
{(Ui, ϕi)}i∈I , {(Vj , ψj)}j∈J και οϱίϹουµε συνάϱτηση f µε τον εξής τϱόπο: Για κάϑε x ∈ M,
ϑεωϱούµε χάϱτες (Ui, ϕi), (Vj , ψj) που το πεϱιέχουν και:

f(x) =

®
1, εάν τα Ui, Vj έχουν τον ίδιο πϱοσανατολισµό
−1, αλλιώς
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Η f είναι καλά ορισµένη συνάϱτηση, αϕού τα {(Ui, ϕi)}i∈I , {(Vj , ψj)}j∈J συνηστούν προσανα-
τολισµούς της πολλαπλότητας (η f δεν εξαρτάται από την επιλογή των χαϱτών). Επιπλέον, στην
πραγµατικότητα η f παίϱνει µονάχα µία από τις τιµές ±1, από τον οϱισµό της και τη συνεκ-
τικότητα της πολλαπλότητας (η f είναι συνεχής).

Εάν f ≡ 1, τότε εξ ορισµού οι {(Ui, ϕi)}i∈I , {(Vj , ψj)}j∈J καθορίζουν τον ίδιο προσανα-
τολισµό. Εάν f ≡ −1, ϑα δείξουµε ότι οι {(Ui, ri ◦ ϕi)}i∈I , {(Vj , ψj)}j∈J δίνουν τον ίδιο
προσανατολισµό, όπου ri είναι ανακλάσεις. Θεωρόυµε τη µετάϐαση ri ◦ ϕi ◦ ψ−1

j κι από τον
κανόνα της αλυσίδας έχουµε:

det
(
∂(ri ◦ ϕi ◦ ψ−1

j )`/∂xk
)
`,k

= det
(
∂(ri ◦ ϕi ◦ ϕ−1

i )`/∂xk
)
`,k
· det

(
∂(ϕi ◦ ψ−1

j )`/∂xk
)
`,k
> 0

όπου, σηµειωτέον, έχουµε παϱεµϐάλλει και τις ϕi στον υπολογισµό. ΄Αϱα οι {(Ui, ri ◦ ϕi)}i∈I ,
{(Vj , ψj)}j∈J δίνουν τον ίδιο πϱοσανατολισµό.

∆είξαµε µε αυτά ότι, δεδοµένων δύο πϱοσανατολισµών, είτε οι δύο τους ϑα συµϕωνούν, είτε
ο ένας ϑα συµϕωνεί µε τον άλλον µέσω ανάκλασης.

Σε αυτό το σηµείο ϑα µποϱούσαµε να προχωρίσουµε στον οϱισµό της ολοκλήρωσης των
διαφορικών µορφών στις προσανατολίσιµες πολλαπλότητες. Επειδή όµως ϑα χρειαστούµε, στο
ϑεώϱηµα του Stokes, και τον προσανατολισµό του συνόϱου µίας προσανατολίσιµης πολλαπλότη-
τας, είναι απαϱαίτητη η επόµενη πρόταση.

Πϱόταση 4.2 (Ο πϱοσανατολισµός του συνόϱου). ΄Εστω (M,T,A) µία πϱοσανατολισµένη
C∞− πολλαπλότητα διάστασης n > 1, µε σύνοϱο. ΄Εχουµε ήδη δει στην Πϱόταση 1.7 ότι
το σύνοϱο ∂M είναι πολλαπλότητα (για την ακϱίϐεια έχουµε δείξει µόνο ότι είναι τοπολογική
πολλαπλότητα, αλλά η διαϕοϱική δοµή µποϱεί να πϱοστεϑεί χωϱίς πϱόϐληµα). Η ∂M είναι
επίσης πϱοσανατολίσιµη, µε πϱοσανατολισµό που πϱοέϱχεται από την M.

Απόδειξη: ΄Εστω (U,ϕ), (V, ψ) δύο συνοριακοί χάϱτες και F = ψ ◦ ϕ−1 η συνάϱτηση
µετάϐασης. Περιοριζόµενοι στο σύνοϱο ∂M, κατ’ αρχάς έχουµε δει ότι οι (U ∩ ∂M, ϕ|∂M),
(V ∩ ∂M, ψ|∂M) είναι χάϱτες, και τώϱα ϑέλουµε να δείξουµε ότι έχουν τον ίδιο προσανατολισµό.
Για την ακϱίϐεια, ϑέλουµε να δείξουµε ότι οι π ◦ψ, π ◦ϕ, όπου π(x1, · · · , xn) = (x1, · · · , xn−1),
έχουν συνάϱτηση µετάϐασης µε ϑετική Ιακωβιανή ορίζουσα (δείτε την απόδειξη της Πρότασης
1.7).

ΙσχυϱιϹόµαστε ότι η F έχει Ιακωϐιανό πίνακα της µοϱϕής:

(∂Fi/∂xj)i,j(x) =

â
∂F1/∂x1|x ∂F1/∂x2|x · · · ∂F1/∂xn|x
∂F2/∂x1|x ∂F2/∂x2|x · · · ∂F2/∂xn|x

...
...

. . .
...

0 0 · · · ∂Fn/∂xn|x

ì
όταν x ∈ bd Rn+. Πϱάγµατι, εάν ϑεωϱήσουµε τυχόν διάνυσµα h ∈ Rn−1 × {0}, και το σηµείο
x + h, στο x + εh η Fn έχει την τιµή Fn(x) (δεν µεταϐάλλεται). Αυτό συµϐαίνει διότι το x + h
είναι συνοϱιακό στο ηµιεπίπεδο, οπότε µέσω της µετάϐασης F ϑα πϱέπει να συνεχίϹει να είναι.
Επίσης, η Fn µετϱά την µετακίνηση στον n−οστό άξονα.

Από την άλλη, η ∂Fn/∂xn|x πϱέπει να είναι ϑετική ή µηδέν, αϕού για ε > 0:

F (x+ εen) ∈ Rn+ ⇒ Fn(x+ εen) > 0

Κατά συνέπεια:

∂Fn
∂xn

∣∣∣
x

= lim
ε→0+

Fn(x+ εen)

ε
= lim

ε→0+

Fn(x+ εen)− Fn(x)

ε
> 0
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(αϕού Fn(x) = 0). Μάλιστα δεν είναι µηδέν, διότι:

det(∂Fi/∂xj)i,j6n(x) > 0 και det(∂Fi/∂xj)i,j6n(x) = ∂Fn/∂xn|x · det(∂Fi/∂xj)i,j6n−1(x)

Εϕόσον λοιπόν ∂Fn/∂xn|x > 0, συνάγουµε από τον τύπο του Ιακωϐιανού πίνακα (και από το
ότι, εξ υποϑέσεως, det(∂Fi/∂xj)i,j6n(x) > 0):

det(∂Fi/∂xj)i,j6n−1(x) > 0

Αυτή όµως είναι η Ιακωϐιανή οϱίϹουσα της µετάϐασης των π ◦ ψ, π ◦ ϕ, κι έτσι η απόδειξη
ολοκληϱώνεται.

Η Πρόταση 4.2 είναι σηµαντική διότι εϕοδιάϹει το σύνοϱο µίας πολλαπλότητας µε προσανα-
τολισµό. Στην πϱάξη όµως, για λόγους που σχετίζονται µε το πώς διάφορα αποτελέσµατα έχουν
αναπτυχθεί στη ϕυσική, χρησιµοποιούµε διαφορετικούς προσανατολισµούς. Για να καταλάϐουµε
πού έγκειται το πϱόϐληµα, ϑα δούµε τα ακόλουϑα δύο παραδείγµατα:

ux

uy

ux

uy

uz

Στο αϱιστεϱό σχήµα ϑεωϱούµε το ηµισϕαίϱιο ως διδιάστατη πολλαπλότητα, µε σύνοϱο τον
κύκλο που αποτελεί ισηµεϱινό. ΄Εστω ux, uy τα εϕαπτόµενα διανύσµατα που πϱοέϱχονται από τα
∂/∂x, ∂/∂y (µέσω των (ϕ−1)∗, όπου ο ϕ είναι χάϱτης). Στο σύνοϱο τα ux, uy έχουν (ενδεχοµένως
µετά από στϱοϕή και µεταϕοϱά, που δεν αλλάϹουν τον πϱοσανατολισµό) τη µοϱϕή του σχήµατος.
Ο πϱοσανατολισµός στο σύνοϱο, όπως αυτός υποδεικνύεται από το ux, είναι ο αναµενόµενος:
Αϱιστεϱόστϱοϕος στον ισηµεϱινό.

Στο δεξί σχήµα ϑεωϱούµε την τϱιδιάστατη κλειστή µπάλα ως τϱιδιάστατη πολλαπλότητα,
µε σύνοϱο τη σϕαίϱα. ΄Εστω ux, uy, uz τα εϕαπτόµενα διανύσµατα που πϱοέϱχονται από τα
∂/∂x, ∂/∂y, ∂/∂z (µέσω των (ϕ−1)∗, όπου ο ϕ είναι χάϱτης). Στο σύνοϱο τα ux, uy, uz έχουν
(ενδεχοµένως µετά από στϱοϕή και µεταϕοϱά, που δεν αλλάϹουν τον πϱοσανατολισµό) τη µοϱϕή
του σχήµατος. Στο σύνοϱο αυτός ο πϱοσανατολισµός, όπως αυτός υποδεικνύεται από τα ux, uy,
δεν είναι ο αναµενόµενος: Στους µεσηµϐϱινούς (κάϑετες) έγκειται το πϱόϐληµα.

Υπάϱχει λοιπόν µία διαϕοϱοποίηση στις άϱτιες και πεϱιττές διαστάσεις. Γι’ αυτό συνηϑίϹεται
να δίνεται ο ακόλουϑος οϱισµός του πϱοσανατολισµού του συνόϱου, που λέγεται επαγόµενος
πϱοσανατολισµός.

Οϱισµός 4.3 (Επαγόµενος πϱοσανατολισµός). ΄Εστω (M,T,A) µία πϱοσανατολισµένη C∞−
πολλαπλότητα διάστασης n > 1, µε σύνοϱο ∂M.

i. Εάν ο n είναι άϱτιος, οϱίϹουµε ως επαγόµενο πϱοσανατολισµό στο σύνοϱο ∂M αυτόν που
εξασϕαλίϹεται από την Πϱόταση 4.2.

ii. Εάν ο n είναι πεϱιττός, οϱίϹουµε ως επαγόµενο πϱοσανατολισµό στο σύνοϱο ∂M τον
αντίϑετο από αυτόν που εξασϕαλίϹεται από την Πϱόταση 4.2.
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Η πεϱίπτωση της µονοδιάστατης πολλαπλότητας είναι κάπως ιδιαίτερη, καθώς το σύνοϱο εί-
ναι µηδενοδιάστατο (συλλογή σηµείων). Στη συλλογή σηµείων ορίζουµε δύο προσανατολισµούς,
κατ’ αναλογία µε τις πολλαπλότητες διάστασης n > 1. Εάν M είναι µία καµπύλη (ή συλ-
λογή καµπυλών), στα άκϱα της δίνουµε διαφορετικούς προσανατολισµούς. Ο λόγος αυτού του
προσανατολισµού του συνόϱου έγκειται στο ϑεώϱηµα του Stokes, και δεν ϑα τον αναλύσουµε.

4.3 Ολοκλήϱωση των διαϕοϱικών µοϱϕών

Πϱοκειµένου να συνενώσουµε την τοπική ολοκλήρωση της Παραγράφου 4.1 σε µία ολική ολοκ-
λήρωση, ϑα χρησιµοποιήσουµε διαµερίσεις της µονάδας. Ας ϑεωρήσουµε (M,T,A) µία προσανα-
τολισµένη πολλαπλότητα, µε προσανατολισµό {(Ui, ϕi)}i∈I . Εάν {δi}i∈I είναι µία διαµέριση της
µονάδας που κυριαρχείται από την {Ui}i∈I , µποϱούµε να ορίσουµε:∫

M

ω =
∑
i∈I

∫
ϕi(Ui)

(ϕ−1
i )∗(ω)δi dy

Για την ακϱίϐεια, ϑα ϑεωρούµε ότι το I είναι αριθµήσιµο και η οικογένεια {Ui}i∈I τοπικά
πεπερασµένη, λόγω της παρασυµπάγειας της πολλαπλότητας. Ειδικά στην πεϱίπτωση µίας
συµπαγούς πολλαπλότητας, το I ϑα ϑεωρείται πεπερασµένο.

Οϱισµός 4.4 (Ολοκλήρωση διαφορικών µορφών). ΄Εστω (M,T,A) µία προσανατολισµένη
C∞−πολλαπλότητα διάστασης n, µε προσανατολισµό {(Ui, ϕi)}i∈I . Θεωρούµε ότι η {Ui}i∈I
είναι τοπικά πεπερασµένη και αριθµήσιµη (αλλιώς µποϱεί να γίνει, από την Πρόταση 1.5) κι
επίσης ϑεωρούµε µία διαµέριση της µονάδας {δi}i∈I που κυριαρχείται από την {Ui}i∈I . Ορί-
Ϲουµε για ω ∈ Ωn(M): ∫

M

ω =
∑
i∈I

∫
ϕi(Ui)

(ϕ−1
i )∗(ω)δi dy

Η υπόθεση της προσανατολισιµότητας της M είναι απαϱαίτητη για τον οϱισµό του ολοκληρώ-
µατος, καθώς η συνένωση γίνεται �σωστά� (δεν υπάρχει πϱόϐληµα στο πϱόσηµο του ολοκληρώ-
µατος -δείτε την Πρόταση 4.1). Επίσης, το ολοκλήρωµα δεν εξαρτάται από τη συγκεκριµένη
διαµέριση της µονάδας, λόγω του τοπικά πεπερασµένου των χαϱτών.

Παϱατήϱηση 4.1. ΄Εστω (M,T,A) µία πϱοσανατολισµένη C∞−πολλαπλότητα και ω ∈ Ωn(M).
Εάν µε −M συµϐολίσουµε την πολλαπλότητα M µε τον αντίϑετο πϱοσανατολισµό, τότε:∫

−M
ω = −

∫
M

ω

Απόδειξη: Θα ασχοληϑούµε, όπως είναι σύνηϑες σε αυτές τις πεϱιπτώσεις, µε το ολοκλήϱωµα
τοπικά. Αν λοιπόν (U,ϕ) είναι τοπικός χάϱτης, ϑέλουµε να δείξουµε ότι:∫

ϕ(U)
(ϕ−1)∗(ω)

Å
∂

∂x1

∣∣∣
x
, · · · , ∂

∂xn

∣∣∣
x

ã
dx = −

∫
ϕ(U)

(ϕ−1)∗(ω)

Å
∂

∂y1

∣∣∣
y
, · · · , ∂

∂yn

∣∣∣
y

ã
dy

όπου τα {∂/∂xi|x}i6n, {∂/∂yi|y}i6n είναι πϱοσανατολισµένα µε διαϕοϱετικό πϱοσανατολισµό.
Βάση της απόδειξης του Θεωρήµατος 4.1, µποϱούµε να ϑεωρήσουµε ότι τα ∂/∂yi|y προκύπ-

τουν από τα ∂/∂xi|x µε ανάκλαση, για παϱάδειγµα:Å
∂

∂y1

∣∣∣
y
,
∂

∂y2

∣∣∣
y
, · · · , ∂

∂yn

∣∣∣
y

ã
=

Å
− ∂

∂x1

∣∣∣
x
,
∂

∂x2

∣∣∣
x
, · · · , ∂

∂xn

∣∣∣
x

ã
Κατά συνέπεια, από τη γϱαµµικότητα των διαϕοϱικών µοϱϕών, έχουµε το Ϲητούµενο.
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4.4 Το ϑεώϱηµα του Stokes

Σύµϕωνα µε το ϑεώϱηµα του Stokes, σε κάϑε πολλαπλότητα διάστασης n µε σύνοϱο και για κάϑε
διαϕοϱική µοϱϕή ω ∈ Ωn−1(M) (που ολοκληϱώνεται), ισχύει η σχέση:∫

∂M
i∗(ω) =

∫
M

dω

(όπου i : ∂M ↪→ M είναι η ένθεση, και χϱησιµεύει για την µετάϐαση από τις διαφορικές µορ-
ϕές του M σε διαφορικές µορφές του ∂M). Συνήϑως παραλείπεται η ανάσυρση i∗ από τον
συµβολισµό, οπότε γράφουµε: ∫

∂M
ω =

∫
M

dω

Αυτός ο τύπος είναι ένα από τα σηµαντικότερα αποτελέσµατα, αν όχι το σηµαντικότερο, της
ϑεωρίας των διαφορικών µορφών. Είναι µάλιστα εξαιρετικά γενικό, καθώς από αυτό κανείς
µποϱεί να αποδείξει ϐασικά ϑεωρήµατα, όπως το ϑεµελιώδες ϑεώϱηµα του διανυσµατικού λο-
γισµού, το ϑεώϱηµα του Green, του Stokes και του Gauss. Η γενικότητα αυτή δεν πϱέπει να
παραξενεύει, καθώς εξ ορισµού τους οι διαφορικές µορφές µποϱούν να περιγράφουν πληθώρα
διαφορετικών πραγµάτων.

Πϱιν πϱοϐούµε στην απόδειξη του ϑεωϱήµατος, χϱειαϹόµαστε οϱισµένα λήµµατα.

Λήµµα 4.2. ΄Εστω (M,T,A) µία n−διάστατη C∞− πολλαπλότητα και (U,ϕ) τοπικός χάϱτης.
Εάν µε x και y συµϐολίσουµε τα στοιχεία των M και Rn αντίστοιχα, τότε (ϕ−1)∗(dxi) = d(ϕ−1)i
για κάϑε i ∈ {1, · · · , n}.

Απόδειξη: Εάν y = ϕ(x), υπολογίϹουµε:

(ϕ−1)∗(dxi)(y)(uy) = dxi(x)
(
(ϕ−1)∗(uy)

) ?
= dxi(x)

Ñ
n∑
k=1

n∑
j=1

ujy
∂(ϕ−1)k
∂yj

∣∣∣
y
· ∂

∂xk

∣∣∣
x

é
όπου στην ισότητα άστϱο (?) χϱησιµοποιούµε τον κανόνα της αλυσίδας, όπως στην Πϱόταση 2.4.
Οπότε έχουµε:

(ϕ−1)∗(dxi)(y)(uy) =

n∑
j=1

ujy
∂(ϕ−1)i
∂yj

∣∣∣
y
· dxi(x)

Å
∂

∂xk

∣∣∣
x

ã
=

n∑
j=1

ujy
∂(ϕ−1)i
∂yj

∣∣∣
y

δηλαδή:

(ϕ−1)∗(dxi)(y)(uy) =
n∑
j=1

∂(ϕ−1)i
∂yj

∣∣∣
y
· dyj(y)(uy) = d(ϕ−1)i(y)(uy)

Λήµµα 4.3 (Το ϑεώϱηµα του Stokes σε αλυσίδες). ΄Εστω n > 1 και η ∈ Ωn−1([0, 1]n). Εάν στο
(∂[0, 1]n)\((0, 1)n−1 × {0}) η η µηδενίϹεται, τότε:

(−1)n
∫

(0,1)n−1

i∗(η) =

∫
(0,1)n

dη

όπου i : ∂[0, 1]n ↪→ [0, 1]n είναι η ένϑεση i(x1, · · · , xn−1) = (x1, · · · , xn−1, 0).

Απόδειξη: Η απόδειξη ϑα γίνει σε ϐήµατα.
Βήµα Ι: Θεωϱούµε τα διανύσµατα Ii = (1, · · · , i − 1, i + 1, · · · , n) και γϱάϕουµε την η στη

µοϱϕή:

η =

n∑
i=1

ηIidxIi
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Τότε:

dη =
n∑
i=1

dηIi ∧ dxIi =
n∑
i=1

Ñ
n∑
j=1

∂ηIi
∂xj

dxj

é
∧ dxIi =

n∑
i=1

(−1)i−1∂ηIi
∂xi

dx1 ∧ · · · ∧ dxn

Εάν λοιπόν η dη ολοκληϱωϑεί, παίϱνουµε:∫
(0,1)n

dη =
n∑
i=1

(−1)i−1

∫
(0,1)n

∂ηIi
∂xi

dx1 ∧ · · · ∧ dxn

Επιλέγουµε να υπολογίσουµε τη µοϱϕή dx1 ∧ · · · ∧ dxn στα συνήϑη εϕαπτόµενα διανύσµατα
(∂/∂x1|x, · · · , ∂/∂xn|x)i6n (ϑυµηϑείτε τον οϱισµό της τοπικής ολοκλήϱωσης), εποµένως:∫

(0,1)n
dη =

n∑
i=1

(−1)i−1

∫
(0,1)n

∂ηIi
∂xi

d(x1, · · · , xn) =
n∑
i=1

(−1)i−1

∫
(0,1)n

∂ηIi
∂xi

dx

Βήµα ΙΙ: Στο τελευταίο ολοκλήϱωµα της πϱοηγούµενης σχέσης, µέσω του ϑεωϱήµατος του
Fubini µποϱούµε να πάϱουµε:

n∑
i=1

(−1)i−1

∫
(0,1)n

∂ηIi
∂xi

dx =

n∑
i=1

(−1)i−1

∫
(0,1)n−1

∫
(0,1)

∂ηIi
∂xi

dxid(x1, · · · , xi, · · · , xn)

και από το ϑεµελιώδες ϑεώϱηµα του απειϱοστικού λογισµού για τη µία διάσταση, το δεξί µέλος
γίνεται:

n∑
i=1

(−1)i−1

∫
(0,1)n−1

ηIi(x1, · · · , 1, · · · , xn)− ηIi(x1, · · · , 0, · · · , xn) d(x1, · · · , xi, · · · , xn)

Επειδή η η µηδενίϹεται στο σύνοϱο πλην του τµήµατος (0, 1)n−1×{0} (δηλαδή της ϐάσης), έπεται:∫
(0,1)n

dη = (−1)n
∫

(0,1)n−1

ηIn ◦ i d(x1, · · · , xn−1)

Βήµα ΙΙΙ: ΄Οσον αϕοϱά το ολοκλήϱωµα
∫

(0,1)n−1 i∗(η), από το Λήµµα 4.1:

i∗(η) = i∗

(
n∑
i=1

ηIidxIi

)
=

n∑
i=1

ηIi ◦ i det(∂i`/∂xk)(`6=i),kdx1 ∧ · · · ∧ dxn−1

(για την ακϱίϐεια η διατύπωση του Λήµµατος 4.1 δεν είναι ακϱιϐώς αυτή, αλλά το αποτέλεσµα
που χϱησιµοποιήσαµε µποϱεί να αποδειχϑεί αναλόγως).

΄Οσον αϕοϱά την οϱίϹουσα, έχουµε:

(∂i`/∂xk)`,k =

(
Idn−1

0 · · · 0

)

Οπότε:

det(∂i`/∂xk)(`6=i),k =

®
0, εάν i 6= n

1 εάν i = 1

και κατ’ επέκταση:∫
(0,1)n−1

=

∫
(0,1)n−1

ηIn ◦ i dx1 ∧ · · · ∧ dxn−1 =

∫
(0,1)n−1

ηIn ◦ i d(x1, · · · , xn−1)

Τα Βήµατα ΙΙ, ΙΙΙ αποδεικνύουν το Λήµµα.
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Το πϱοηγούµενο λήµµα είναι, κατά κάποιον τϱόπο, µία ειδική πεϱίπτωση του ϑεωϱήµατος του
Stokes, που ϑα χϱησιµοποιήσουµε για την απόδειξή του. Είναι σηµαντικό κανείς να πϱοσέξει ότι
για το Λήµµα γίνεται χϱήση του ϑεµελιώδους ϑεωϱήµατος του απειϱοστικού λογισµού της µίας
διάστασης.

΄Οταν αϱγότεϱα δείξουµε ότι το ϑεώϱηµα του Stokes αποδεικνύει το ϑεµελιώδες ϑεώϱηµα του
απειϱοστικού λογισµού, ϑα εννοούµε για διαστάσεις µεγαλύτεϱες του 1, για να µην οδηγούµαστε
σε κυκλικούς ισχυϱισµούς.

Θεωϱηµα 4.2 (Το ϑεώϱηµα του Stokes). ΄Εστω (M,T,A) µία προσανατολισµένη C∞− πολ-
λαπλότητα µε σύνοϱο, διάστασης n > 1. Εάν το σύνοϱο ∂M εφοδιαστεί µε τον επαγόµενο
προσανατολισµό, για ω ∈ Ωn−1(M) έχουµε:∫

∂M
i∗(ω) =

∫
M

dω

όπου i : ∂M ↪→ M είναι η ένϑεση. Συνήϑως η ένϑεση παϱαλείπεται από τον συµϐολισµό και
γϱάϕουµε απλώς: ∫

∂M
ω =

∫
M

dω

Με τη σύµϐαση ότι
∫
∅ ≡ 0, το ϑεώϱηµα αληϑεύει και σε πολλαπλότητες χωϱίς σύνοϱο (δηλαδή∫

M
dω = 0).

Απόδειξη Η απόδειξη ϑα γίνει σε ϐήµατα.
Βήµα Ι: ∆εδοµένου x ∈ M\∂M και τοπικού χάϱτη (U,ϕ) µποϱούµε να ϑεωϱήσουµε (µετά

από κάποιον µετασχηµατισµό) ότι ϕ(U) ⊂ (0, 1)n. Επίσης, δεδοµένου x ∈ ∂M και τοπικού
χάϱτη (U,ϕ), µποϱούµε πάλι (µε µετασχηµατισµό) να ϑεωϱήσουµε ότι ϕ(U) ⊆ (0, 1)n και τέµνει
το σύνοϱο του (0, 1)n µόνο στη ϐάση (0, 1)n−1 × {0}.

Βήµα ΙΙ: ∆εδοµένου του οϱισµού του ολοκληϱώµατος των διαϕοϱικών µοϱϕών µέσω της
τοπικής ολοκλήϱωσής τους, χάϱιν ευκολίας ϑα ϑεωϱήσουµε ότι δεν ολοκληϱώνουµε σε ολόκληϱη
την πολλαπλότητα, αλλά σε πεϱιοχή αυτής, µε χάϱτη της µοϱϕής του Βήµατος Ι.

Θεωϱούµε τώϱα τη µοϱϕή η = (ϕ−1)∗(ω) σε κλειστό σύνολο ϕ(K) ⊆ ϕ(U), µε µη κενό
εσωτεϱικό (στην ουσία µικϱαίνουµε λίγο το σύνολο ϕ(U), για τεχνικούς λόγους). Σηµειωτέον ότι
αν αυτή η σµίκϱυνση δηµιουϱγήσει πϱοϐλήµατα στην κάλυψη της πολλαπλότητας, µποϱούµε
να ϑεωϱήσουµε πεϱισσότεϱους χάϱτες που καλύπτουν τα κενά.

∆εδοµένης συλλογής εϕαπτόµενων διανυσµάτων (από τον οϱισµό των διαϕοϱικών µοϱϕών) η
η γίνεται C∞−συνάϱτηση, κι από το Θεώϱηµα 1.4 µποϱεί να επεκταϑεί σε ολόκληϱο το (0, 1)n.
Μάλιστα, στο σύνοϱο είναι µηδέν, ενδεχοµένως πλην της ϐάσης (0, 1)n−1 × {0}. Από το Λήµµα
4.3 έπεται:

(−1)n
∫

(0,1)n−1

i∗(η) =

∫
(0,1)n

dη

Επίσης, από το Λήµµα 4.2, dη = d
(
(ϕ−1)∗(ω)

)
= (ϕ−1)∗(dω), οπότε:∫

K
dω =

∫
(0,1)n

(ϕ−1)∗(dω) =

∫
(0,1)n

dη = (−1)n
∫

(0,1)n−1

i∗(η)

Βήµα III: Τέλος, ϑα υπολογίσουµε το ολοκλήϱωµα
∫
∂K i∗(ω). Ο χάϱτης (U,ϕ), όπως εξάλλου

έχουµε δει, µεταϕέϱεται στο σύνοϱο µε κατάλληλο πεϱιοϱισµό. Συγκεκϱιµένα για το ολοκλήϱωµα
µας ενδιαϕέϱει η αντίστοιχη της ϕ−1 στο σύνοϱο, δηλαδή η:

ϕ−1 ◦ i : ∂ϕ(U)→ ∂U

η οποία δίνει χάϱτη (ϕ−1◦ i)−1 = π◦ϕ. Ο χάϱτης αυτός δεν δίνει τον επαγόµενο πϱοσανατολισµό
στην πολλαπλότητα -ϑυµηϑείτε την εναλλαγή του πϱοσήµου στις άϱτιες και πεϱιττές διαστάσεις.
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Οπότε, λαµϐάνοντας υπόψη και το πϱόσηµο, έχουµε τελικά ότι:∫
∂K

i∗(ω) = (−1)n
∫
∂ϕ(K)

(ϕ−1 ◦ i)∗(ω) = (−1)n
∫
∂ϕ(K)

i∗(η) = (−1)n
∫

(0,1)n−1

i∗(η)

(αϕού (ϕ−1 ◦ i)∗ = i∗ ◦ (ϕ−1)∗). ∆ηλαδή, από το Βήµα ΙΙ:∫
∂K

i∗(ω) =

∫
K
dω

Βήµα ΙV: Στην πεϱίπτωση που δεν υπάϱχει σύνοϱο, η σχέση του Βήµατος ΙΙ:∫
K
dω =

∫
(0,1)n−1

i∗(η)

γίνεται
∫
K dω = 0, αϕού i∗(η) = 0. Το ϑεώϱηµα λοιπόν ισχύει και στην πεϱίπτωση του κενού

συνόϱου, µε τη σύµϐαση
∫
∅ ≡ 0.

4.5 Τα κλασικά ϑεωϱήµατα του διανυσµατικού λογισµού

Μέσω του ϑεωϱήµατος του Stokes σκοπεύουµε να αποδείξουµε διάϕοϱα κλασικά ϑεωϱήµατα του
διανυσµατικού λογισµού. Πϱώτα αποδεικνύουµε το ϑεώϱηµα της απόκλισης του Gauss.

ΥπενϑυµίϹουµε ότι στην παϱάγϱαϕο 3.7 ταυτίσαµε τα διανυσµατικά πεδία του Rn µε τις
συναϱτήσεις F ∈ C∞(Rn;Rn), κι αντίστοιχα εδώ, δοϑείσης εµϕυτευµένης πολλαπλότητας M⊆
Rn, µποϱούµε να ταυτίσουµε τα διανυσµατικά πεδία επί της πολλαπλότητας µε τις συναϱτήσεις
F ∈ C∞(M;Rn).

Για το ϑεώϱηµα χϱειαϹόµαστε τα ακόλουϑα λήµµατα, τα οποία είναι σχετικά µε όγκους και
εµϐαδά. Σηµειώνουµε ότι ϑα ξαναδούµε στο κεϕάλαιο 5, ενδελεχότεϱα, τους όγκους, τόσο στους
Ευκλειδείους χώϱους, όσο και γενικά.

Λήµµα 4.4 (Κάϑετο διάνυσµα σε πολλαπλότητα στον Rn). ΄Εστω (N,T,A) µία πϱοσανατολισµένη
πολλαπλότητα διάστασης n− 1, εµϕυτευµένη στον Rn. Τότε το κάϑετο διάνυσµα (όχι κατ’ ανάγκη
το µοναδιαίο) που είναι �κάϑετο� στον πϱοσανατολισµό της N, έστω h, έχει συντεταγµένες:

hi(x) = (−1)i+1 det
(
∂(ϕ−1)`/∂yk|ϕ(x)

)
(` 6=i),k

όπου (U,ϕ) είναι τοπικός χάϱτης. Θυµηϑείτε ότι ο πϱοσανατολισµός στην NκαϑοϱίϹεται από n− 1
εϕαπτόµενα διανύσµατα, οπότε ένα κάϑετο σε αυτά είναι και κάϑετο της πολλαπλότητας.

Απόδειξη: Τα ak = ∂(ϕ−1)/∂yk|ϕ(x) =
(
∂(ϕ−1)/∂yk|ϕ(x)

)
`
, µε την γεωµετϱική έννοια, ανήκ-

ουν στον εφαπτόµενο χώϱο TxN, αϕού είναι µεϱικές παράγωγοι (κατ’ αναλογία µε την παράγωγο
µίας καµπύλης). Επίσης, παράγουν τον εφαπτόµενο χώϱο TxN.

Εάν λοιπόν έχουµε b ∈ TxN= span{ak}k6n−1, τότε:

0 = det(b, a1, · · · , ak) =

n∑
i=1

(−1)i+1bi det
(
∂(ϕ−1)`/∂yk|ϕ(x)

)
(`6=i),k = b · h

όπου την οϱίϹουσα την αναπτύσσουµε ως πϱος την πϱώτη στήλη. ∆ηλαδή b · h = 0 ⇒ h⊥b για
κάϑε b ∈ TxN.

Μάλιστα, υπολογίϹοντας πάλι την πϱοηγούµενη οϱίϹουσα µε h αντί b, ϐϱίσκουµε ότι η ϐάση
(h, a1, · · · , an−1) είναι ϑετικά πϱοσανατολισµένη.
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Λήµµα 4.5 (Το κάϑετο διάνυσµα και το εµϐαδόν στονRn). ΄Εστω (N,T,A) µία πϱοσανατολισµένη
πολλαπλότητα διάστασης n− 1, εµϕυτευµένη στον Rn, και το κάϑετο διάνυσµα:

h(x) =

n∑
i=1

(−1)i+1 det
(
∂(ϕ−1)`/∂yk|ϕ(x)

)
(`6=i),kei

Το h δίνει τον (n − 1)−όγκο του παϱαλληλεπιπέδου των µεϱικών παϱαγώγων ∂(ϕ−1)/∂yk|ϕ(x),
και κατα συνέπεια το εµϐαδόν της N υπολογίϹεται (στην πεϱίπτωση ενός χάϱτη) µε τον ακόλουϑο
τϱόπο:

voln−1(N) =

∫
ϕ(N)
|h| dy

Απόδειξη: Πϱος το παϱόν αναϐάλλουµε την απόδειξη του λήµµατος. Θα ξανασυϹητούσουµε
τα εν λόγω αποτελέσµατα στο κεϕάλαιο 5.

Θεωϱηµα 4.3 (Το ϑεώϱηµα του Gauss). ΄Εστω M ⊆ Rn µία n−διάστατη πολλαπλότητα µε
σύνοϱο ∂M. Εάν n̂ είναι το µοναδιαίο κάϑετο διάνυσµα στην M, τότε για το διανυσµατικό πεδίο
F ∈ C∞(M;Rn) έχουµε: ∫

M

∇ · F dV =

∫
∂M

F · n̂ dS

Απόδειξη: Σηµειώστε, πϱιν πϱοϐούµε στην απόδειξη, ότι κάϑε n−διάστατη πολλαπλότητα
εµϕυτευµένη στον Rn είναι πϱοσανατολίσιµη. Θεωϱούµε για αϱχή τη διαϕοϱική µοϱϕή:

ω =
n∑
i=1

(−1)i+1Fidx1 ∧ · · · ∧ dxi ∧ · · · ∧ dxn

για την οποία παϱατηϱούµε ότι dω = ∇ · F dV . Σηµειώνουµε εδώ ότι το στοιχείο όγκου εµ-
ϕανίζεται λόγω της ορίζουσας -µποϱείτε να ανατρέξετε στην απόδειξη της Πρότασης 3.6. Γενικά
ξέϱουµε από τον απειϱοστικό λογισµό ότι η ορίζουσα det(v1, · · · , vn) διανυσµάτων v1, · · · , vn
δίνει τον n−όγκο του προκύπτοντος παραλληλεπιπέδου. Στην πεϱίπτωσή µας ϐέϐαια (από τον
οϱισµό της ολοκλήρωσης):∫

M

dx1 ∧ · · · ∧ dxn
Å
∂

∂x1

∣∣∣
x
, · · · , ∂

∂xn

∣∣∣
x

ã
=

∫
M

dy = voln(M)

οπότε ϕαίνεται ότι η µοϱϕή dx1 ∧ · · · ∧ dxn λειτουϱγεί ως στοιχείο όγκου.
΄Οσον αϕοϱά το σύνοϱο, εδώ πϱοσέχουµε τον προσανατολισµό. Εάν το ∂M είχε τον προσανα-

τολισµό της Πρότασης 4.2, τότε σε άρτιες διαστάσεις το n̂ ταυτίζεται µε το h/|h| του Λήµµατος
4.4, ενώ σε περιττές n̂ = −h/|h|. Περνώντας όµως στον επαγόµενο προσανατολισµό, έχουµε σε
κάϑε πεϱίπτωση n̂ = h/|h|. Κατά συνέπεια:

n̂i =
1

|h|
(
(−1)i+1 det

(
∂(ϕ−1)`/∂yk|ϕ(x)

)
(`6=i),k

)
ΠεϱιοϱιϹόµαστε, λόγω της γϱαµµικότητας του ολοκληϱώµατος, στην πεϱίπτωση ενός χάϱτη

(U,ϕ) του συνόϱου ∂M. Γϱάϕουµε τώϱα, ξεχνώντας για ευκολία τις διάϕοϱες ενϑέσεις:∫
∂M

ω =

∫
ϕ(U)

(ϕ−1)∗(ω) =
n∑
i=1

∫
ϕ(U)

(−1)i+1Fi ◦ ϕ−1(ϕ−1)∗(dx1 ∧ · · · ∧ dxi ∧ · · · ∧ dxn)

δηλαδή, το δεξί µέλος γίνεται:
n∑
i=1

∫
ϕ(U)

(−1)i+1Fi ◦ϕ−1 ·det
(
∂(ϕ−1)`/∂yk

)
(`6=i),k

)
dy1∧ · · · ∧dyn−1

Å
∂

∂y1

∣∣∣
y
, · · · , ∂

∂yn

∣∣∣
y

ã
dy =
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=
n∑
i=1

∫
ϕ(U)

(−1)i+1Fi ◦ ϕ−1 · det
(
∂(ϕ−1)`/∂yk

)
(`6=i),k

)
dy =

n∑
i=1

∫
ϕ(U)

hi · Fi ◦ ϕ−1 dy

όπου η αλλαγή των διαφορικών µορφών µποϱεί να δικαιολογηθεί όπως στην απόδειξη του Λήµ-
µατος 4.1.

Πϱοκειµένου να επιστϱέψουµε στο σύνοϱο της πολλαπλότητας, κάνουµε αλλαγή µεταϐλητής.
Παϱατηϱούµε ότι, από το Λήµµα 4.5, |h| · dy = dS, όπου dS είναι το στοιχειώδες εµϐαδόν. Κατά
συνέπεια, πολλαπλασιάϹοντας και διαιϱώντας µε |h|:∫

∂M
ω =

n∑
i=1

∫
M

hi
|h|
Fi dS

=

∫
∂M

n∑
i=1

Fi · n̂i dS

=

∫
∂M

F · n̂ dS

Από το ϑεώϱηµα του Stokes έπεται το αποτέλεσµα.∫
∂M

F · n̂ dS =

∫
∂M

ω =

∫
M

dω =

∫
M

∇ · F dV

Με το ϑεώϱηµα του Gauss µποϱούµε να αποδείξουµε το πολυδιάστατο ανάλογο του ϑεµελιώ-
δους ϑεωρήµατος του απειϱοστικού λογισµού.

Θεωϱηµα 4.4 (Το ϑεµελιώδες ϑεώϱηµα του απειϱοστικού λογισµού και οι τύποι του Green).
΄Εστω (M,T,A) µία n−διάστατη προσανατολισµένη C∞− πολλαπλότητα µε σύνοϱο, εµφυ-
τευµένη στον Rn. ΄Εστω επίσης f ∈ C∞(M;R). Αληθεύει το ϑεµελιώδες ϑεώϱηµα του
απειϱοστικού λογισµού: ∫

M

∂f

∂xi
dx =

∫
∂M

fn̂i dS

Επίσης, εάν επιπλέον g ∈ C∞(M;R), αληϑεύουν οι τϱεις τύποι του Green:

i.
∫
M

∆f dx =
∫
∂M∇f · n̂ dS

ii.
∫
M
∇f · ∇g dx = −

∫
M
f∆g dx+

∫
∂Mf∇g · n̂ dS

iii.
∫
M
f∆g − g∆f dx =

∫
∂Mf∇g · n̂− g∇f · n̂ dS

Απόδειξη: Θεωϱούµε τη διανυσµατική συνάϱτηση fei, κι από το ϑεώϱηµα του Gauss παίϱνου-
µε το ϑεµελιώδες ϑεώϱηµα του απειϱοστικού λογισµού.

΄Οσον αϕοϱά τους τύπους του Green, κατ’ αϱχάς το ϑεµελιώδες ϑεώϱηµα του απειϱοστικού
λογισµού έχουµε την παϱαγοντική ολοκλήϱωση:∫

M

∂f

∂xi
g dx = −

∫
M

f
∂g

∂xi
dx+

∫
∂M

fgn̂i dS

Οπότε, ϑέτοντας g = 0 και ϑεωϱώντας την πϱώτη παϱάγωγο της f αντί της f :∫
M

∂2f

∂x2
i

g dx =

∫
∂M

∂f

∂xi
n̂i dS

ΑϑϱοίϹοντας παίϱνουµε την i. Χϱησιµοποιώντας ανάλογα την παϱαγοντική ολοκλήϱωση, κανείς
δείχνει το ii., και αϕαιϱώντας το iii.
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Από τα κλασικά ϑεωϱήµατα ϑα δούµε ακόµα το ϑεώϱηµα των Kelvin-Stokes, ή απλώς Stokes
(όπως συνηϑίϹεται σε µαϑήµατα απειϱοστικού λογισµού). Η διατύπωση του ϑεωϱήµατος είναι
αυστηϱά σε διδιάστατες πολλαπλότητες, εµϕυτευµένες στον R3.

Θεωϱηµα 4.5 (Το ϑεώϱηµα των Kelvin-Stokes). ΄Εστω (E,T,A) µία διδιάστατη προσανατολισ-
µένη C∞−πολλαπλότητα, µε σύνοϱο. Με t̂ συµβολίζουµε το µοναδιαίο εφαπτόµενο διάνυσµα
στο ∂M που συµφωνεί µε τον προσανατολισµό, ο οποίος σηµειώνουµε ότι είναι ο επαγόµενος.
Τότε για F ∈ C∞(E;R3): ∫

E

(∇× F ) · n̂ dS =

∫
∂E
F · t̂ d`

Απόδειξη: ΟϱίϹουµε τη διαϕοϱική µοϱϕή:

ω = F1dx1 + F2dx2 + F3dx3

και µε απλό υπολογισµό ϐϱίσκουµε:

dω =

Å
∂F3

∂x2
− ∂F2

∂x3

ã
dx2 ∧ dx3 −

Å
∂F1

∂x3
− ∂F3

∂x1

ã
dx1 ∧ dx3 +

Å
∂F2

∂x1
− ∂F1

∂x2

ã
dx1 ∧ dx2

Θεωϱούµε και πάλι, για ευκολία, την πεϱίπτωση µοναδικού χάϱτη (U,ϕ), και υπολογίϹοντας
όπως στο Θεώϱηµα 4.3:∫

E

dω =

∫
ϕ(U)

Å
∂F3

∂x2
− ∂F2

∂x3

ã
h1 −

Å
∂F1

∂x3
− ∂F3

∂x1

ã
h2 +

Å
∂F2

∂x1
− ∂F1

∂x2

ã
h3 dy

Επειδή το στοιχειώδες εµϐαδόν γίνεται dS = |h| · dy, επιστϱέϕοντας στην πολλαπλότητα έχουµε:∫
E

dω =

∫
ϕ(U)

Å
∂F3

∂x2
− ∂F2

∂x3

ã
n̂1 −

Å
∂F1

∂x3
− ∂F3

∂x1

ã
n̂2 +

Å
∂F2

∂x1
− ∂F1

∂x2

ã
n̂3 dS

=

∫
E

(∇× F ) · n̂ dS

΄Οσον αϕοϱά το
∫
∂Eω, ϑεωϱούµε τον πεϱιοϱισµό του τοπικού χάϱτη, έστω (V, ψ), κι έχουµε:∫

∂E
ω =

∫
ψ(V )

F1(ψ−1)∗(dx1) + F2(ψ−1)∗(dx2) + F3(ψ−1)∗(dx3) dy

=

∫
ψ(V )

Å
F1
∂(ψ−1)1

∂y
+ F2

∂(ψ−1)2

∂y
+ F3

∂(ψ−1)3

∂y

ã
dy

Å
∂

∂y

∣∣∣
y

ã
dy

=

∫
ψ(V )

F1
∂(ψ−1)1

∂y
+ F2

∂(ψ−1)2

∂y
+ F3

∂(ψ−1)3

∂y
dy

όπου η αλλαγή των διαϕοϱικών µοϱϕών γίνεται όπως στην απόδειξη του Λήµµατος 4.1. Τώϱα
οι ∂(ψ−1)i/∂y είναι οι συνιστώσες ενός εϕαπτόµενου (όχι κατ’ ανάγκη µοναδιαίου) διανύσµατος
στο σύνοϱο, έστω του t, για το οποιο |t| · t̂ = t. Η παϱαπάνω σχέση γίνεται:∫

∂E
ω =

∫
ψ(V )

F1t1 + F2t2 + F3t3 dy

Εάν λάϐουµε υπόψη ότι το στοιχειώδες µήκος στο σύνοϱο της πολλαπλότητας γίνεται d` = |t| ·dy,
µε αλλαγή µεταϐλητής παίϱνουµε:∫

∂E
ω =

∫
ψ(V )

F1
t1
|t|

+ F2
t2
|t|

+ F3
t3
|t|

d`

=

∫
∂E
F1t̂1 + F2t̂2 + F3t̂3 d`

=

∫
∂E
F · t̂ d`
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Από το ϑεώϱηµα του Stokes παίϱνουµε το Ϲητούµενο.∫
∂E
F · t̂ d` =

∫
∂E
ω =

∫
E

dω =

∫
E

(∇× F ) · n̂ dS

4.6 Το πϱόϐληµα της παϱάγουσας

Στη µία διάσταση, στο R, είναι γνωστή η ύπαϱξη παϱάγουσας αϱκετά οµαλών συναϱτήσεων (για
παϱάδειγµα, C1 ή C∞). Εάν (a, b) ⊆ R είναι ένα διάστηµα και f ∈ C∞

(
(a, b);R

)
, τότε για την

συνάϱτηση:

F (x) =

∫ x

a
f ′(t) dt

αληϑεύει F ′ = f , δηλαδή η F είναι παράγουσα της f . Σε µεγαλύτεϱες διαστάσεις η ύπαϱξη
παράγουσας δεν είναι τόσο άµεση υπόθεση, ούτε εξασφαλίζεται σε κάϑε πεϱίπτωση. Για παϱάδειγ-
µα, στην µιγαδική ανάλυση ο δείκτης στϱοϕής σε διάτϱητα σύνολα είναι κλασική πεϱίπτωση
συνάϱτησης που δεν έχει παράγουσα. Το ίδιο παϱάδειγµα, µεσ’ τις άκϱες, επικαλούµαστε κι
εµείς στην ακόλουϑη παϱατήϱηση.

Παϱατήϱηση 4.2 (Ο δείκτης στϱοϕής). Στην πολλαπλότητα:

B(0, 1)∗ =
{
x ∈ R2

∣∣ |x| 6 1
}
\{(0, 0)}

(µε τη σχετική τοπολογία), ϑεωϱούµε τη µοϱϕή:

ω =
−y

x2 + y2
dx+

x

x2 + y2
dy ∈ Ω1

(
B(0, 1)∗

)
Για την ω δεν υπάϱχει µοϱϕή α ∈ Ω0

(
B(0, 1)∗

)
ούτως ώστε ω = dα.

Απόδειξη: Εάν πϱος άτοπο τέτοια µοϱϕή α υπήϱχε, από το ϑεώϱηµα του Stokes και το
γεγονός ότι d2 ≡ 0, ϑα είχαµε:∫

∂B(0,1)∗
ω =

∫
∂B(0,1)∗

dα =

∫
B(0,1)∗

ddα = 0

΄Οµως κανείς, όπως και στη µιγαδική ανάλυση, µποϱεί να δείξει ότι
∫
∂B(0,1)∗ ω = 1, πϱάγµα που

οδηγεί σε άτοπο.

Παϱόλα αυτά, είναι ϕανεϱό (από την ιδιότητα d2 ≡ 0) ότι εάν υπάϱχει διαϕοϱική µοϱϕή α
ώστε ω = dα, τότε dω = 0.

Οϱισµός 4.5 (Ακϱιϐείς και κλειστές διαφορικές µορφές). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞− πολ-
λαπλότητα και ω ∈ Ωm(M).

i. Εάν υπάϱχει α ∈ Ωm−1(M) ούτως ώστε ω = dα, η ω ϑα καλείται κλειστή. Το σύνολο
των κλειστών διαϕοϱικών µοϱϕών τάξης m συµϐολίϹεται µε Ωm

E (M).

i. Εάν dω = 0, η ω ϑα καλείται κλειστή διαϕοϱική µοϱϕή. Το σύνολο των κλειστών
διαϕοϱικών µοϱϕών τάξης m το συµϐολίϹουµε µε Ωm

C (M).

Μέχϱι τώϱα λοιπόν έχουµε δείξει ότι Ωm
E (M) ⊆ Ωm

C (M), και υπάϱχουν πεϱιπτώσεις στις
οποίες τα δύο σύνολα δεν ταυτίϹονται.

Με το λήµµα του Poincaré ϑα δείξουµε ότι για την πεϱίπτωση των συσταλτών µε C∞−τϱόπο
πολλαπλοτήτων, τα δύο πϱοηγούµενα σύνολα ταυτίϹονται. ∆ηλαδή, µία διαϕοϱική µοϱϕή είναι
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κλειστή εάν και µόνο αν είναι ακϱιϐής σε πολλαπλότητες που συστέλλονται µε C∞−τϱόπο. Πϱιν
αποδείξουµε το λήµµα του Poincaré, ϑα οϱίσουµε την έννοια της συσταλτότητας µε C∞−τϱόπο
και ϑα δούµε οϱισµένα ϐοηϑητικά λήµµατα.

Σηµειώνουµε ότι, δεδοµένων δύο πολλαπλοτήτων, το γινόµενο M× N καϑίσταται επίσης
πολλαπλότητα, µε τους χάϱτες γινόµενο και την αντίστοιχη διαϕοϱική δοµή (µποϱεί κανείς να το
ελέγξει).

Οϱισµός 4.6 (Συσταλτές πολλαπλότητες µε C∞−τϱόπο). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞− πολ-
λαπλότητα. Εάν υπάρχει H ∈ C∞(M× [0, 1];M) και σηµείο p ∈M ούτως ώστε:

Για κάϑε x ∈M έχουµε H(x, 0) = x και H(x, 1) = p

η M ϑα καλείται συσταλτή µε C∞−τϱόπο. H H(x, t) είναι στην ουσία η µεταϕοϱά καϑενός x
στο p, και το t έχει την έννοια του χϱόνου.

Η συστολή του συνόλου της ϐάσης πϱος ένα σηµείο. Ο κατακόϱυϕος άξονας παϱιστά τον χϱόνο.

Λήµµα 4.6. ΄Εστω (M,T,A) µία n-διάστατη C∞− πολλαπλότητα και ω ∈ Ωm(M × [0, 1]).
Θεωϱούµε π τον πεϱιοϱισµό π : M× [0, 1]→M. H ω µποϱεί να γϱαϕεί:

ω = θ + dt ∧ η

όπου:

i. ΣυµϐολίϹουµε µε (x, t) τα στοιχεία του M× [0, 1].

ii. Η θ ∈ Ωm(M× [0, 1]) είναι τέτοια ώστε θ(x, t)(u1, · · · , um) = 0 όταν κάποιο ui ∈ ker dπ(x).

iii. H η ∈ Ωm−1(M× [0, 1]) είναι τέτοια ώστε η(x, t)(u1, · · · , um−1) = 0 όταν κάποιο ui ∈
ker dπ(x).

Απόδειξη: Σε τοπικές συντεταγµένες, ϑεωϱούµε y την απϱοσδιόϱιστη µεταϐλητή x ή t και
γϱάϕουµε:

ω =
∑
I

ωIdyI =
∑
I

θIdxI + dt ∧
∑
J

ηJdxJ

για κατάλληλες συναϱτήσεις θI , ηJ . Θα ϑέσουµε:

θ =
∑
I

θIdxI και η =
∑
J

ηJdxJ

και ϑα παϱατηϱήσουµε ότι αυτές οι µοϱϕές έχουν την ιδιότητα του λήµµατος.
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Λήµµα 4.7. ΄Εστω (M,T,A) µία C∞−πολλαπλότητα. ΟϱίϹουµε τις απεικονίσεις (ενϑέσεις) it :
M ↪→M×[0, 1], it(x) = (x, t), για τα διάϕοϱα t ∈ [0, 1]. Επίσης οϱίϹουµε την T : Ωm(M×[0, 1])→
Ωm−1(M), που κατεϐάϹει την τάξη της διαϕοϱικής µοϱϕής, ως εξής:

T (ω)(x)(u1, · · · , um−1) =

∫ 1

0
(it)
∗(η)(x)(u1, · · · , um−1) dt

=

∫ 1

0
η(x, t)

(
(it)∗(u1), · · · , (it)∗(um−1)

)
dt

Η η είναι αυτή ακϱιϐώς που εξασϕαλίϹεται από το Λήµµα 4.6. Θα δείξουµε ότι (i1)∗(ω)−(i0)∗(ω) =
d
(
T (ω)

)
+ T (dω).

Απόδειξη: Η απόδειξη ϑα γίνει σε ϐήµατα.
Βήµα Ι: Παϱατηϱούµε ότι, λόγω της γϱαµµικότητας του ολοκληϱώµατος, του οϱισµού της

η και των ανασύϱσεων, η T είναι γϱαµµική. Λόγω αυτής της γϱαµµικότητας, για ευκολία ϑα
πεϱιοϱιστούµε στην πεϱίπτωση διαϕοϱικής µοϱϕής ω = ωIdyI , όπου y είναι η απϱοσδιόϱιστη
µεταϐλητή x ή t.

Μάλιστα, από το Λήµµα 4.6, µποϱούµε να πεϱιοϱιστούµε ακόµα παϱαπάνω, σε διαϕοϱικές
µοϱϕές f · dxI και g · dt ∧ dxJ .

Βήµα ΙΙ: ΑϱχίϹουµε µε την πεϱίπτωση των διαϕοϱικών µοϱϕών ω = f · dxI . Τότε έχουµε:

dω = df ∧ dxI =
∂f

∂t
dt ∧ dxI + ζ

όπου η διαϕοϱική µοϱϕή ζ είναι ανεξάϱτητη του t (από τις ιδιότητες του διαϕοϱικού και την
τοπική παϱάσταση του df ). Με χϱήση του τελεστή T , καταλήγουµε:

T (dω)(x) =

Ç∫ 1

0

∂f

∂t
dt

å
dxI =

(
f(x, 1)− f(x, 0)

)
dxI = (i1)∗(ω)(x)− (i0)∗(ω)(x)

Επιπλέον, από τον οϱισµό της ω, έχουµε T (ω) = 0, και το Ϲητούµενο σ’ αυτήν την πεϱίπτωση
έπεται.

Βήµα ΙΙΙ: ΣυνεχίϹουµε µε την πεϱίπτωση ω = g · dt ∧ dxJ . ΥπολογίϹοντας το διαϕοϱικό, από
τις ιδιότητες του διαϕοϱικού και την τοπική παϱάστασή του στις συναϱτήσεις, έπεται:

dω =

n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi ∧ dt ∧ dxJ

και κατά συνέπεια, µε εναλλαγή των dxi, dt:

T (dω) = −
n∑
i=1

Ç∫ 1

0

∂f

∂xi
dt

å
dxi ∧ dxJ

Επιπλέον, υπολογίϹοντας το d
(
T (ω)

)
ϐϱίσκουµε:

d
(
T (ω)

)
= d

ÇÇ∫ 1

0
f dt

å
dxJ

å
= d

Ç∫ 1

0
f dt

å
dxJ ∧ dxJ

οπότε, από τον τοπικό υπολογισµό του διαϕοϱικού στις συναϱτήσεις:

d
(
T (ω)

)
= d

ÇÇ∫ 1

0
f dt

å
dxJ

å
=

n∑
i=1

Ç∫ 1

0

∂f

∂xi
dt

å
dxi ∧ dxJ

Σηµειωτέον ότι εδώ εναλλάσσουµε, λόγω ύπαϱξης αϱκετής οµαλότητας, την παϱάγωγο µε το
ολοκλήϱωµα. ΄Εχουµε λοιπόν:

d
(
T (ω)

)
+ T (dω) =

n∑
i=1

Ç∫ 1

0

∂f

∂xi
dt

å
dxi ∧ dxJ −

n∑
i=1

Ç∫ 1

0

∂f

∂xi
dt

å
dxi ∧ dxJ = 0
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Τέλος, παϱατηϱούµε, εϕόσον η ω πεϱιέχει t, ότι (i0)∗(ω) = (i1)∗(ω) = 0. Αυτό δίνει το
Ϲητούµενο και σε αυτήν την πεϱίπτωση, οπότε το λήµµα αποδεικνύεται γενικά.

Θεωϱηµα 4.6 (Το λήµµα του Poincaré). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞−πολλαπλότητα που είναι
συσταλτή µε C∞−τϱόπο πϱος ένα σηµείο p ∈ M. Εάν ω ∈ Ωm

C (M) -δηλαδή dω = 0- τότε
ω ∈ Ωm

E (M) -δηλαδή υπάϱχει α ∈ Ωm−1(M) µε ω = dα. Λαµϐάνοντας υπόψη τον εγκλεισµό
Ωm
E (M) ⊆ Ωm

C (M) που έχουµε ήδη δει, στην πϱαγµατικότητα ϑα αποδείξουµε ότι:

Ωm
E (M) = Ωm

C (M)

στην πεϱίπτωση των συσταλτών µε C∞−τϱόπο πολλαπλοτήτων.

Απόδειξη: Εϕόσον η M είναι συσταλτή µε C∞−τϱόπο πϱος το p, µποϱούµε να ϑεωϱήσουµε
την αντίστοιχη απεικόνιση H του Οϱισµού 4.6. Για την H έχουµε H ◦ i0 = id και H ◦ i ≡ p,
οπότε αν οϱίσουµε ω = H∗(ω), έχουµε:

ω = (H ◦ i0)∗(ω) = (i0)∗(ω) και 0 = (H ◦ i1)∗(ω) = (i1)∗(ω)

Επιπλέον, εάν dω = 0, τότε dω = H∗(dω) = 0 (ϑυµηϑείτε, για παϱάδειγµα, το Λήµµα 4.2 και
παϱατηϱήστε ότι γενικεύεται πέϱα των χαϱτών). Οπότε T (dω) = 0.

Εϕόσον (i1)∗(ω) = 0 και T (dω) = 0, από το Λήµµα 4.7 έχουµε:

−ω = −(i0)∗(ω) = d
(
T (ω)

)
δηλαδή, εάν α = −T (ω):

ω = dα



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5

Πολλαπλότητες Riemann

5.1 Πϱοοίµιο: Ο όγκος στους ευκλειδείους χώϱους

Οι ευκλείδιοι χώϱοι αποτελούν, τουλάχιστον τοπικά, χώϱους µοντέλα για τις πολλαπλότητες.
Είναι λογικό λοιπόν ο οϱισµός του όγκου να αποτελέσει γενίκευση του αντίστοιχου οϱισµού
στους ευκλειδίους χώϱους.

Η πεϱίπτωση του n−διάστατου όγκου στον Rn είναι ίσως γνωστή, και πεϱιγϱάϕεται µέσω της
οϱίϹουσας. Στην πϱοκειµένη µας ενδιαϕέϱει η γενικότεϱη πεϱίπτωση του m−διάστατου όγκου
στον Rn, καϑώς υπάϱχουν πολλαπλότητες εµϕυτευµένες στον Rn διάστασης µικϱότεϱης από n.
Το ενδιαϕέϱον αποτέλεσµα είναι ότι και στην γενικότεϱη πεϱίπτωση ο όγκος υπολογίϹεται µέσω
µίας γενικευµένης οϱίϹουσας.

Θα ξεκινήσουµε µε την απλούστεϱη πεϱίπτωση του όγκου των παϱαλληλεπιπέδων. Υπάϱχουν
πολλοί τϱόποι κανείς να γενικεύσει την έννοια του όγκου, που όλοι τελικά καταλήγουν να είναι
ισοδύναµοι. Εµείς ϑα ακολουϑήσουµε αυτόν που συσχετίϹει το πυϑαγόϱειο ϑεώϱηµα µε τους
όγκους. ∆εδοµένου ενός διανύσµατος v = (v1, v2, v3) στον R3, είναι γνωστό ότι το µήκος του
δίνεται από το πυϑαγόϱειο ϑεώϱηµα |v| = (v2

1 + v2
2 + v2

3)1/2. Τώϱα δοϑέντων δύο διανυσµάτων
v1 = (v1,1, v1,2, v1,3), v2 = (v2,1, v2,2, v2,3), είναι αϱκετά ενδιαϕέϱον ο τύπος:

Εµϐαδόν(v1, v2) =

Ã
det2

(
v1,1 v1,2

v2,1 v2,2

)
+ det2

(
v1,1 v1,3

v2,1 v2,3

)
+ det2

(
v1,2 v1,3

v2,2 v2,3

)

που µποϱεί να ελεγχϑεί µε πϱάξεις. Το ενδιαϕέϱον ϕυσικά έγκειται στο γεγονός ότι µοιάϹει
µε γενίκευση του πυϑαγοϱείου ϑεωϱήµατος για τα εµϐαδά. ∆εδοµένου ενός τύπου όπως του
παϱαπάνω -ο οποίος µποϱεί να γενικευτεί σε κάϑε διάσταση- ϑα αποδείξουµε ότι υπάϱχει µία
συνάϱτηση όγκου που είναι µάλιστα µοναδική.

Για την διεϱεύνισή µας λοιπόν, ϑα χϱειαστούµε το ακόλουϑο τεχνικό λήµµα:

Λήµµα 5.1 (Τύπος των Cauchy-Binet). ΄Εστω m 6 n και δύο πίνακες:

A ∈ Rm,n και B ∈ Rn,m

Αληϑεύει ο τύπος:

detAB =
∑

I∈{1,··· ,n}m αύξ.

detAI detBI

όπου µε AI συµϐολίϹουµε τον πίνακα A που αποτελείται από τις στήλες που απαϱιϑµούνται από το
διάνυσµα I, και µε BI τον πίνακα B που αποτελείται από τις γϱαµµές που απαϱιϑµούνται από το
διάνυσµα I. Το διάνυσµα I έχει αύξοντες δείκτες.

Απόδειξη: Θα συµϐολίσουµε τους πίνακες A,B ως εξής:

A = (ai,j)
m,n
i,j=1 και B = (bi,j)

n,m
i,j=1
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Τότε, υπολογίϹοντας το γινόµενο AB, έχουµε:

AB =

Ü∑n
k=1 a1,kbk,1 · · ·

∑n
k=1 a1,kbk,m

...
. . .

...∑n
k=1 am,kbk,1 · · ·

∑n
k=1 am,kbk,m

ê
=

Ü∑n
j1=1 a1,j1bj1,1 · · ·

∑n
jm=1 a1,jmbjm,m

...
. . .

...∑n
k=1 am,j1bj1,1 · · ·

∑n
jm=1 am,jmbjm,m

ê
και από την πλειογϱαµµικότητα της οϱίϹουσας, διαδοχικά παίϱνουµε:

detAB = det

Ü∑n
j1=1 a1,j1bj1,1 · · ·

∑n
jm=1 a1,jmbjm,m

...
. . .

...∑n
k=1 am,j1bj1,1 · · ·

∑n
jm=1 am,jmbjm,m

ê
=

n∑
j1=1

bj1,1 det

Ü
a1,j1 · · ·

∑n
jm=1 a1,jmbjm,m

...
. . .

...

am,j1 · · ·
∑n

jm=1 am,jmbjm,m

ê
...

=
∑

16j1,··· ,jm6n

(
m∏
k=1

bjk,k

)
det

Ü
a1,j1 · · · a1,jm

...
. . .

...

am,j1 · · · am,jm

ê
=

∑
16j1,··· ,jm6n

(
m∏
k=1

bjk,k

)
detA(j1,··· ,jm)

Μεταϑέτοντας τα jk ώστε να έχουν αύξουσα διάταξη, ϑεωϱούµε το διάνυσµα I = (i1, · · · , im).
Η παϱαπάνω σχέση γίνεται:

detAB =
∑

I∈{1,··· ,n}m αύξ.

∑
σ∈Sm

sgn(σ)

(
m∏
k=1

bik,σ(k)

)
detAI

και από την Πϱόταση 3.6:

detAB =
∑

I∈{1,··· ,n}m αύξ.

detAI detBI

Αποσκοπούµε να αποδείξουµε την ύπαϱξη και την µοναδικότητα της συνάϱτησης του όγκου.
Γι’ αυτόν τον λόγο, διατυπώνουµε το ακόλουϑο ϑεώϱηµα, σηµειώνοντας τα εξής σηµαντικά
σηµεία: i. Αναζητούµε επέκταση του όγκου που ήδη γνωρίζουµε, και κατά συνέπεια πϱέπει
να αποτελεί επέκταση του µήκους, του εµβαδού και του τριδιάστατου όγκου. ii. Περιοριζόµενοι
σε κατάλληλο υπόχωρο, µποϱούµε να υπολογίζουµε τον όγκο �κατεβάζοντας τη διάσταση�, όπως
υπολογίζουµε το εµβαδόν περιοριζόµενοι σε επίπεδα του τριδιάστατου χώϱου. iii. Ο όγκος δεν
πϱέπει να µεταβάλλεται µε ισοµετϱίες.
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Θεωϱηµα 5.1 (΄Υπαρξη και µοναδικότητα του όγκου). ΄Εστω vi = (vi,1, · · · , vi,n), i ∈
{1, · · · ,m}, µία οικογένεια διανυσµάτων στον Rn, µε m 6 n. Υπάρχει µοναδική συνάϱτηση
vol = volm (o m−διάστατος όγκος) ούτως ώστε:

i. Εάν m = 1, το vol(v1) αποτελεί το µήκος του v1. Αντίστοιχα, για m = 2, m = 3, η vol
δίνει το εµϐαδόν και τον όγκο των πϱοκύπτοντων παϱαλληλεπιπέδων.

ii. Εάν τα vi ανήκουν στον υπόχωϱο Rm × {0}, τότε γϱάϕοντας vi = (xi, 0) έχουµε:

vol(v1, · · · , vm) = vol(x1, · · · , xm) = | det(x1, · · · , xm)|

iii. Εάν τ : Rn → Rn είναι µία οϱϑογώνια απεικόνιση (δηλαδή στϱοϕή κι ενδεχοµένως
ανάκλαση):

vol
(
τ(v1), · · · , τ(vm)

)
= vol(v1, · · · , vm)

Απόδειξη: Η απόδειξη ϑα γίνει σε δύο ϐήµατα.
Βήµα I: Βάση της διαίσϑησης -δηλαδή του γενικευµένου πυϑαγοϱείου ϑεωϱήµατος στους

όγκους- ϑα ϑέλαµε να οϱίσουµε:

vol(v1, · · · , vm) =

√ ∑
I∈{1,··· ,n}m αύξ.

det2V I

όπου V είναι ο πίνακας:

V =

Ü
v1

...

vm

ê
=

Ü
v1,1 · · · v1,n

...
. . .

...

vm,1 · · · vm,n

ê
και ο V I περιέχει τις στήλες του V που απαριθµούνται από το I. Από τον οϱισµό άµεσα παίϱνουµε
το i.

Ο τύπος αυτός µποϱεί, σύµϕωνα µε το Λήµµα 5.1, να αποκτήσει την απλούστεϱη µοϱϕή:

vol(v1, · · · , vm) =
»

det(V · V T )

∆εδοµένου του δεύτεϱου τύπου, εάν vi = (xi, 0), τότε:

V = (X,O)

για τον πίνακα X των συντεταγµένων των xi. Κατά συνέπεια:

vol(v1, · · · , vm) =

Ã
det

(
(X,O) ·

(
X

O

))
=
»

det(X ·XT )

από το οποίο έπεται το ii.
Για το iii., ϑεωϱούµε οϱϑογώνιο µετασχηµατισµό τ µε πίνακα Mτ , κι έχουµε:

vol
(
τ(v1), · · · , τ(vm)

)
=
»

det2(VMT
τ ·MτV T )

Επειδή ο τ είναι οϱϑογώνιος, MT
τ Mτ = Id, κι άϱα:

vol
(
τ(v1), · · · , τ(vm)

)
=
»

det2(V · V T ) = vol(v1, · · · , vm)

το οποίο δείχνει το iii.
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Βήµα ΙΙ: ΄Οσον αϕοϱά τη µοναδικότητα, ϑεωϱούµε vi, i ∈ {1, · · · ,m} διανύσµατα του Rn
και µε κατάλληλη οϱϑογώνια απεικόνιση τ τα µεταϕέϱουµε στον υπόχωϱο Rm × {0}. Κάϑε
συνάϱτηση όγκου µε τις ιδιότητες ii., iii. χαϱακτηϱίϹεται από αυτές, αϕού η τιµή της στα τ(vi)
είναι δεδοµένη, οπότε και στα τ−1

(
τ(vi)

)
= vi.

Το Θεώϱηµα 5.1 οδηγεί στον ακόλουϑο οϱισµό:

Οϱισµός 5.1 (΄Ογκος παραλληλεπιπέδου). ΄Εστω vi = (vi,1, · · · , vi,n), i ∈ {1, · · · ,m} διανύσ-
µατα του Rn, µεm 6 n. Ορίζουµε τον όγκο του παραλληλεπιπέδου των διανυσµάτων αυτών ως
εξής:

volm(v1, · · · , vm) =

√ ∑
I∈{1,··· ,n}m αύξ.

det2V I =
»

det(V · V T )

Ο V είναι ο πίνακας των συντεταγµένων των vi:

V =

Ü
v1

...

vm

ê
=

Ü
v1,1 · · · v1,n

...
. . .

...

vm,1 · · · vm,n

ê
και ο V I είναι ο πίνακας που πεϱιέχει τις στήλες του V που απαϱιϑµούνται από το I.

∆εδοµένου του οϱισµού, κανείς µποϱεί να κάνει την ακόλουϑη παϱατήϱηση.

Παϱατήϱηση 5.1 (Κάθετο διάνυσµα στονRn). ΄Εστω vi, i ∈ {1, · · · , n− 1} γραµµικώς ανεξάϱτητα
διανύσµατα στον Rn. Το διάνυσµα h µε συντεταγµένες:

hi = (−1)i+1 det(vk,`)k,(`6=i)

είναι κάθετο σε όλα τα vi, i ∈ {1, · · · , n − 1}, η ϐάση {h, v1, · · · , vn−1} είναι ϑετικά προσανα-
τολισµένη, και vol(v1, · · · , vn−1) = |h|.

Απόδειξη: Παϱατηϱούµε ότι για κάϑε j ∈ {1, · · · , n− 1}:

0 = det(vj , v1, · · · , vn−1) =
n∑
i=1

(−1)i+1vj,i det(vk,`)k,(`6=i) = vj · h

οπότε h⊥vj για κάϑε j ∈ {1, · · · , n− 1}. Επίσης:

det(h, v1, · · · , vn−1) > 0

πϱάγµα που σηµαίνει ότι η ϐάση {h, v1, · · · , vn−1} είναι ϑετικά πϱοσανατολισµένη.
΄Οσον αϕοϱά τον όγκο, από τον οϱισµό είναι άµεση η σχέση |h| = vol(v1, · · · , vn−1).

Από την πϱοηγούµενη παϱατήϱηση παίϱνουµε το ακόλουϑο πόϱισµα, που ουσιαστικά έχουµε
ξαναδεί στο Λήµµα 4.4.

Πόϱισµα 5.1 (Κάθετο διάνυσµα σε πολλαπλότητα στον Rn). ΄Εστω (M,T,A) µία προσανατολισ-
µένη πολλαπλότητα διάστασης n − 1, εµφυτευµένη στον Rn. Τότε το κάθετο διάνυσµα (όχι το
µοναδιαίο) που είναι �κάθετο� στον προσανατολισµό της M, έστω h, έχει συστεταγµένες:

hi(x) = (−1)i+1 det
(
∂(ϕ−1)`/∂yk|ϕ(x)

)
(`6=i),k

όπου (U,ϕ) είναι τοπικός χάϱτης. Επιπλέον, η ϐάση:{
h, ∂(ϕ−1)/∂y1|ϕ(x), · · · , ∂(ϕ−1)/∂yn−1|ϕ(x)

}
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είναι ϑετικά πϱοσανατολισµένη και:

|h| = voln−1

(
∂(ϕ−1)/∂y1|ϕ(x), · · · , ∂(ϕ−1)/∂yn−1|ϕ(x)

)
Γενικότεϱα ϐέϐαια, έχουµε το ακόλουϑο:

Παϱατήϱηση 5.2 (Στοιχειώδης όγκος πολλαπλότητας εµϕυτευµένης στον Rn). ΄Εστω (M,T,A)
µία πολλαπλότητα διάστασης m, εµϕυτευµένη στον Rn. Τα διανύσµατα:

∂(ϕ−1)/∂y1|ϕ(x), · · · , ∂(ϕ−1)/∂ym|ϕ(x)

ανήκουν στον εϕαπτόµενο χώϱο TxM και τον παϱάγουν. Τοπικά λοιπόν ο όγκος της M γίνεται:

volm
(
∂(ϕ−1)/∂y1|ϕ(x), · · · , ∂(ϕ−1)/∂ym|ϕ(x)

)
∆εδοµένης λοιπόν της προηγούµενης ανάλυσης, µποϱούµε να ορίσουµε τον όγκο προσανατλισ-

µένων πολλαπλοτήτων, εµφυτευµένων στους Rn.

Οϱισµός 5.2 (΄Ογκος πολλαπλότητας εµφυτευµένης στον Rn). ΄Εστω (M,T,A) µία προσανα-
τολισµένη πολλαπλότητα διάστασηςm, εµφυτευµένη στονRn. Εάν (U,ϕ) είναι τοπικός χάϱτης,
ο τοπικός όγκος της M ορίζεται:

vol(U) =

∫
ϕ(U)

volm
(
∂(ϕ−1)/∂y1|y, · · · , ∂(ϕ−1)/∂ym|y

)
dy

=

∫
ϕ(U)

√ ∑
I∈{1,··· ,n}m αύξ.

det2
(
∂(ϕ−1)`/∂yk|y

)
(`∈I),k

Εάν {(Ui, ϕi)}i∈I είναι οικογένεια χαϱτών που αποτελεί κάλυψη της M, ϑεωρούµε την αντίσ-
τοιχη διαµέριση της µονάδας {δi}i∈I κι ορίζουµε τον ολικό όγκο:

vol(M) =
∑
i∈I

∫
ϕi(Ui)

volm
(
∂(ϕ−1

i )/∂y1|y, · · · , ∂(ϕ−1
i )/∂ym|y

)
· δi dy

Σηµειώνουµε ότι, εν πϱοκειµένω, η έννοια της προσανατολισιµότητας δεν είναι στην πραγ-
µατικότητα αναγκαία. Αϱγότεϱα όµως, όταν το στοιχείο (προσηµασµένου) όγκου ϑα αποκτήσει
δοµή διαφορικής µορφής, το ολοκλήρωµα απαιτεί προσανατολίσιµη πολλαπλότητα.

Επίσης, στην πεϱίπτωση όπου το m γίνει n − 1, έχουµε τον γνωστό τύπο που εµπλέκει το
κάϑετο διάνυσµα h, του Ποϱίσµατος 5.1.

voln−1(M) =
∑
i∈I

∫
ϕi(U)

|h ◦ ϕ−1
i (y)| · δi(y) dy

Η διαίσϑηση που κανείς έχει για τους όγκους, τουλάχιστον στον Rn, είναι η ακόλουϑη: Ας
ϑεωϱήσουµε (κυϱίως για το σχήµα που ακολουϑεί) µία επιϕάνεια στον R3, και πάνω σ’ αυτήν ένα
πλέγµα σηµείων. Το εµϐαδόν της επιϕάνειας πϱοσεγγίϹεται από το εµϐαδόν των τετϱαπλεύϱων
των σηµείων του πλέγµατος. Αϕήνοντας τη �λεπτότητα� του πλέγµατος να τείνει στο µηδέν,
ϕαίνεται ότι οι πλευϱές των τετϱαπλεύϱων τείνουν να γίνουν:

up · δx

όπου το up είναι στοιχείο του εϕαπτόµενου χώϱοι και δx ≈ 0. Επιλέγοντας κατάλληλα τα σηµεία
του πλέγµατος, δεν ϐλάπτει να υποϑέσουµε ότι:

up =
∂(ϕ−1)

∂yk

∣∣∣
ϕ(p)

, για κάποιο k ∈ {1, 2}
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όπου (U,ϕ) είναι τοπικός χάϱτης στο p. ∆ηλαδή, τουλάχιστον τοπικά, το εµϐαδόν οϕείλει να
γίνει: ∫

ϕ(U)
vol2

(
∂(ϕ−1)/∂y1|y, ∂(ϕ−1)/∂y2|y

)
dy

αϕού το up · δx γίνεται:
∂(ϕ−1)

∂yk

∣∣∣
ϕ(p)
· δy

Θέλοντας να εισάγουµε την έννοια του όγκου στις πολλαπλότητες γενικά (δηλαδή στις πολ-
λαπλότητες που δεν είναι αναγκαστικά εµφυτευµένες στους Rn), ϑα πϱέπει µε κάποιον τϱόπο
να περιγράψουµε τον όγκο ανεξαϱτήτως της εµφύτευσης. Θυµηθείτε ότι το Θεώϱηµα 5.1 χρησι-
µοποιεί µε ουσιαστικό τϱόπο την εµφύτευση, µέσω των ορθογώνιων απεικονίσεων.

Επίσης, δεδοµένου του ότι η ολοκλήϱωση στις πολλαπλότητες είναι χαϱακτηϱιστική στις
διαϕοϱικές µοϱϕές, ενδεχοµένως ο όγκος ϑα πϱέπει να εκϕϱαστεί µέσω µίας διαϕοϱικής µοϱϕής.
Φυσικά αυτή η επιλογή ϑα εµϕανίσει οϱισµένες ιδιοµοϱϕίες, όπως το ότι ο όγκος δεν ϑα είναι
πάντοτε ϑετικός (από τον οϱισµό των διαϕοϱικών µοϱϕών, λόγω πλειογϱαµµικότητας). Οπότε
στην ουσία έχει νόηµα να µιλάµε για πϱοσηµασµένο όγκο, που ϑα πϱέπει να εξαϱτάται από
τον πϱοσανατολισµό της πολλαπλότητας. Εάν ωvol είναι µία διαϕοϱική µοϱϕή που δίνει τον
στοιχειώδη όγκο, τότε δεδοµένων δύο µη ισοδύναµων πϱοσανατολισµών:∫

ϕ(U)
(ϕ−1)∗(ωvol)

Å
∂

∂y1

∣∣∣
y
,
∂

∂y2

∣∣∣
y
, · · · , ∂

∂ym

∣∣∣
y

ã
dy =

= −
∫
ϕ(U)

(ϕ−1)∗(ωvol)

Å
− ∂

∂y1

∣∣∣
y
,
∂

∂y2

∣∣∣
y
, · · · , ∂

∂ym

∣∣∣
y

ã
dy

ΥπενϑυµίϹουµε ότι δεδοµένου ενός πϱοσανατολισµού, ο αντίϑετος δίνεται µε ανάκλαση, όπως
στην απόδειξη του Θεωϱήµατος 4.1. Από την άλλη, η εύϱεση µίας διαϕοϱικής µοϱϕής για τον
υπολογισµό του όγκου (δηλαδή της µοϱϕής του στοιχειώδους όγκου), είναι λογική, αν κανείς
αναλογιστεί τον Οϱισµό 5.2 και το ότι οι διαϕοϱικές µοϱϕές οϱίϹονται σε εϕαπτόµενα διανύσµατα
της πολλαπλότητας.

Η ιδέα για τον οϱισµό της διαϕοϱικής µοϱϕής του όγκου ϑα δοϑεί από την ακόλουϑη πϱόταση.

Πϱόταση 5.1. ΄Εστω W ένας διανυσµατικός υπόχωϱος του Rn διάστασης m 6 n. Εάν τα
{v1, · · · , vm} αποτελούν οϱϑοκανονική ϐάση του W και f ∈ Am(W ):

f(w1, · · · , wm) = ε · volm(w1, · · · , wm) · f(v1, · · · , vm)

όπου ε ∈ {±1}, µε ε = 1 εάν τα {w1, · · · , wm}, {v1, · · · , vm} οϱίϹουν τον ίδιο πϱοσανατολισµό
και ε = −1 διαϕοϱετικά.

Απόδειξη: Εάν m = n, η κατάσταση είναι απλή. Θεωϱούµε ότι:

wi =

n∑
j=1

wi,jvj
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κι από την πλειογϱαµµικότητα της f µποϱούµε να γϱάψουµε:

f(w1, · · · , wn) =
∑

16j1,··· ,jn6n

(
n∏
i=1

wi,ji

)
f(vj1 , · · · , vjn)

Φέϱνοντας τους δείκτες ji σε αύξουσα διάταξη, η παϱαπάνω σχέση γίνεται:

f(w1, · · · , wn) =
∑
σ∈Sn

(
n∏
i=1

wi,σ(i)

)
f(v1, · · · , vn) = det(w1, · · · , wn)f(v1, · · · , vn)

δηλαδή:
f(w1, · · · , wn) = ε · voln(w1, · · · , wn) · f(v1, · · · , vn)

To ε ∈ {±1} γίνεται 1 εάν ο πϱοσανατολισµός του {w1, · · · , wn} συµϕωνεί µε αυτόν της ϐάσης
{v1, · · · , vn} (αϕού γϱάϕουµε τα wi ως γϱαµµικό συνδυασµό των vi).

΄Εστω τώϱα ότι m < n. Θεωϱούµε οϱϑογώνια απεικόνιση τ : Rn → Rn που µεταϕέϱει τον W
στον Rm × {0} χωϱίς ανάκλαση (δηλαδή µε ϑετική οϱίϹουσα), και παϱατηϱούµε ότι η ανάσυϱση
(τ−1)∗(f) είναι εναλλάσσουσα απεικόνιση (τ−1)∗(f) ∈ Am(Rm × {0}). Κατά συνέπεια, έχουµε
όπως πϱοηγουµένως ότι:

(τ−1)∗(f)
(
τ(w1), · · · , τ(wm)

)
= ε · volm

(
τ(w1), · · · , τ(wm)

)
· (τ−1)∗(f)

(
τ(v1), · · · , τ(vn)

)
δηλαδή:

f(w1, · · · , wm) = ε · volm
(
τ(w1), · · · , τ(wm)

)
· f(v1, · · · , vm)

Επειδή η ορίζουσα µένει αναλλοίωτη σε ορθογώνιους µετασχηµατισµούς, παίϱνουµε τη Ϲητού-
µενη σχέση. Το ε είναι επίσης όπως ακϱιϐώς το επιθυµούµε, δεδοµένου ότι δεν χρησιµοποιήσαµε
ανάκλαση στην ορθογώνια απεικόνιση τ .

Από την Πρόταση 5.1 ϕαίνεται ότι η διαφορική µοϱϕή του όγκου είναι ακϱιϐώς αυτή που
παίϱνει την τιµή 1 σε κάϑε ορθοκανονική ϐάση των διαφόρων εφαπτόµενων χώϱων TxM, που έχει
προσανατολισµό σύµφωνο µε αυτόν την πολλαπλότητας. Φυσικά αυτός ο υποτυπώδης �ορισ-
µός� προϋποθέτει την ύπαϱξη εσωτεϱικού γινοµένου στους εφαπτόµενους χώϱους, και µάλιστα
το ποιο εσωτεϱικό γινόµενο προσδίδεται σ’ αυτούς επηϱεάϹει µε ουσιώδη τϱόπο τη διαφορική
µοϱϕή του όγκου. Με αυτές τις παρατηρήσεις οδηγούµαστε στην έννοια των πολλαπλοτήτων
Riemann.

5.2 Πολλαπλότητες και µετϱικές Riemann

Κατ’ αναλογία µε την κατασκευή των διανυσµατικών πεδίων και των διαϕοϱικών µοϱϕών, για
να οϱιστεί µία έννοια οµαλότητας µεταξύ των εσωτεϱικών γινοµένων των εϕαπτόµενων χώϱων,
απαιτείται η κατασκευή ενός �ολικού� χώϱου, ο οποίος εϕοδιάϹεται µε κατάλληλη διαϕοϱική
δοµή. Παϱακάτω οϱίϹουµε λοιπόν την δέσµη των m−τανυστών.

Οϱισµός 5.3 (∆έσµη τανυστών). ΄Εστω (M,T,A) µίαC∞− πολλαπλότητα. ΟϱίϹουµε τη δέσµη
των m−τανυστών ως εξής:

(T ∗)m(M) =
∐
p∈M

Tm(TpM) =
⋃
p∈M
{p} ×Tm(TpM)

Επίσης οϱίϹουµε τον πεϱιοϱισµό π : (T ∗)m(M)→M.
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Στην πεϱίπτωση όπουm = 1, κανείς µποϱεί να παρατηρήσει ότι η δέσµη 1−τανυστών ταυτίζε-
ται µε τη συνεφαπτόµενη δέσµη.

(T ∗)1(M) =
∐
p∈M

T ∗pM= T ∗M

Η διαϕοϱική δοµή της δέσµης των m−τανυστών δίνεται από το ακόλουϑο ϑεώϱηµα:

Θεωϱηµα 5.2 (H C∞−δοµή της δέσµης τανυστών). ΄Εστω (M,T,A) µίαC∞− πολλαπλότητα
διάστασης n και (T ∗)m(M) η δέσµη των m−τανυστών. Υπάϱχει C∞−δοµή στην (T ∗)m(M)
που την καϑιστά C∞− πολλαπλότητα διάστασης nm, και τον πεϱιοϱισµό π : (T ∗)m(M)→M,
C∞−συνάϱτηση.

Απόδειξη: Κατ’ αναλογία µε την απόδειξη του Θεωϱήµατος 3.3.

Το Θεώϱηµα 5.2 οδηγεί στον ακόλουϑο οϱισµό:

Οϱισµός 5.4 (Τανυστικά πεδία). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞− πολλαπλότητα. Μία συνάϱτηση
g : M→ (T ∗)m(M) ϑα λέγεταιm− τανυστικό πεδίο εάν είναι C∞

(
M; (T ∗)m(M)

)
κι επιπλέον

π ◦ g = id.

(T ∗)m(M)M

M

g

π
id

ΣυµϐολίϹουµε το σύνολο των m−τανυστικών πεδίων στην M µε Fm(M).

Πϱόταση 5.2 (Βάση του Fm(M)). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞− πολλαπλότητα. Κάϑε m−
τανυστικό πεδίο g ∈ Fm(M) γϱάϕεται στη µοϱϕή:

g(x) =
∑

16i1,··· ,im6n
gi1,··· ,im(x) · (dxi1)x ⊗ · · · ⊗ (dxim)x

όπου gi1,··· ,im είναι C∞−συναϱτήσεις. Αντίστϱοϕα, κάϑε τέτοια γϱαϕή µε C∞−συντελεστές
είναι m−τανυστικό πεδίο.

Απόδειξη: Κατ’ αναλογία µε την απόδειξη της Πϱότασης 3.9.

∆εδοµένης της δοµής των τανυστικών πεδίων, µποϱούµε να οϱίσουµε τις µετϱικές Riemann
και τις πολλαπλότητες Riemann. Σηµειώνουµε, όπως εξάλλου έχουµε ξαναδεί, ότι ένα εσωτεϱικό
γινόµενο είναι ένας συµµετϱικός 2−τανυστής.



5.2 Πολλαπλότητες και µετϱικές Riemann 107

Οϱισµός 5.5 (Μετϱικές Riemann και πολλαπλότητες Riemann). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞−
πολλαπλότητα. Μετϱική Riemann καλείται κάϑε συµµετϱικό 2−τανυστικό πεδίο. ∆ηλαδή, η g
είναι µετϱική Riemann εάν:

i. Για κάϑε u, v ∈ TxM, g(x)(u, v) = g(x)(v, u).

ii. Για κάϑε v ∈ TxM, g(p)(v, v) > 0, µε την ισότητα µόνο όταν v = 0.

iii. H g(x) ως 2−τανυστής γϱάϕεται τοπικά στη µοϱϕή:

g(x) =
n∑

i,j=1

gi,j(x)(dxi)x ⊗ (dxj)x

µε τις gi,j να είναι C∞−συναϱτήσεις (σύµϕωνα µε την Πϱόταση 5.2).

Στην ουσία η g είναι µία συλλογή από εσωτεϱικά γινόµενα στους εφαπτόµενους χώϱους, που
µεταβάλλεται οµαλά καθώς το σηµείο εφαρµογής αλλάζει. Η δοµή (M, g) ϑα καλείται πολ-
λαπλότητα Riemann.

Τυπικά µιλώντας, ως τώϱα εξετάζαµε τη διαφορική και τοπολογική δοµή των πολλαπλοτήτων
αλλά όχι τόσο τη γεωµετϱία τους. Η απόδοση µίας µετϱικής Riemann είναι ϐασικό εργαλείο
για να διερευνηθεί και η γεωµετϱία. Μάλιστα υπάρχουν γενικεύσεις των µετϱικών Riemann,
οι ηµι-Riemannιες µετϱικές, που αποδίδουν µη-εκϕυλισµένα εσωτεϱικά γινόµενα στους εφαπ-
τόµενους χώϱους, και κατά συνέπεια δεν είναι κατ’ ανάγκη ευκλείδειες. Στις πολλαπλότητες
του χωροχρόνου στη σχετικότητα, µελετώνται συνήϑως οι ηµι-Riemannιες µετϱικές του Lorentz.
Σηµειώνουµε ότι ένα µη-εκϕυλισµένο εσωτεϱικό γινόµενο είναι µία συµµετρική και διγραµµική
απεικόνιση E µε την ιδιότητα:

Εάν ∀v, E(u, v) = 0 τότε u = 0

(πϱοσέξτε ότι δεν είναι ανάγκη η E(v, v) να µηδενίϹεται ακϱιϐώς εκεί που το v = 0).
Ο όϱος µετϱική Riemann ίσως είναι παραπλανητικός, δεδοµένου του ότι είναι συλλογή

εσωτεϱικών γινοµένων. Παϱόλα αυτά δεν είναι άστοχος, δεδοµένης της σχέσης µεταξύ εσωτεϱικού
γινοµένου και µήκους |vx| = (g(x)(v, v))1/2.

Παϱαδείγµατα µετϱικών Riemann υπάϱχουν πολλά, µε ίσως το πιο χαϱακτηϱιστικό να είναι
η πϱώτη ϑεµελιώδης µοϱϕή στις επιϕάνειες. Αϱκετά χαϱακτηϱιστικά παϱαδείγµατα είναι κι αυτά
των µονέλων των Beltrami-Klein και του δίσκου του Poincaré, για την υπεϱϐολική γεωµετϱία,
στα οποία χϱειάϹεται να υπάϱχουν παϱάλληλα τϱόποι µέτϱισης του µήκους και των γωνιών.
Παϱαπέµπεστε στο [Lu].

Για να επιστϱέψουµε στο ϑέµα του υπολογισµού του όγκου, διατυπώνουµε την ακόλουϑη
πϱόταση, κατ’ αναλογία µε την Πϱόταση 5.1.

Πϱόταση 5.3. ΄Εστω W ένας διανυσµατικός χώϱος διάστασης n και f ∈ An(W ). Εάν τα
{v1, · · · , vm} αποτελούν ϐάση του W , τότε:

f(w1, · · · , wn) = det(w1, · · · , wn) · f(v1, · · · , vn)

Απόδειξη: ΄Οπως στο πϱώτο µέϱος της απόδειξης της Πϱότασης 5.1.

Με αυτήν την πϱόταση είµαστε σχεδόν έτοιµοι να αποδείξουµε την ύπαϱξη της διαϕοϱικής
µοϱϕής του όγκου σε πϱοσανατολίσιµες πολλαπλότητες Riemann. ΥπενϑυµίϹουµε ότι η ιδέα είναι
να ϐϱούµε µία διαϕοϱική µοϱϕή ωvol που να παίϱνει την τιµή 1 σε κάϑε οϱϑοκανονική ϐάση των
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TxM, που συµϕωνεί µε τον πϱοσανατολισµό της πολλαπλότητας. Το εµπόδιο που αποµένει είναι
το εξής: Τι ακϱιϐώς σηµαίνει �πϱοσανατολισµός στον εϕαπτόµενο χώϱο σύµϕωνος µε αυτόν της
πολλαπλότητας�;

Οϱισµός 5.6 (Ο ϕυσικός πϱοσανατολισµός στον εϕαπτόµενο χώϱο). ΄Εστω (M,T,A) µία
πϱοσανατολισµένη C∞− πολλαπλότητα και x ∈M. Γύϱω από το x ϑεωϱούµε χάϱτη (U,ϕ) κι
οϱίϹουµε πϱοσανατολισµό στον TxM µέσω των πϱοωϑήσεων:

(ϕ−1)∗(∂/∂y1|ϕ(x)), · · · , (ϕ−1)∗(∂/∂yn|ϕ(x))

Θεωϱηµα 5.3 (΄Υπαϱξη και µοναδικότητα της διαϕοϱικής µοϱϕής του όγκου). ΄Εστω (M, g)
µία πϱοσανατολισµένη πολλαπλότητα Riemann. Υπάϱχει µοναδική διαϕοϱική µοϱϕή ωvol

(συµϐατή µε τη µετϱική Riemann g) ούτως ώστε:

ωvol(v
1
x, · · · , vnx) = 1

σε κάϑε οϱϑοκανονική ϐάση {v1
x, · · · , vnx} ⊆ TxM, µε τον ϕυσικό πϱοσανατολισµό από την M.

Επίσης, η ωvol είναι ϑετική σε διανύσµατα που συµϕωνούν µε τον εν λόγω πϱοσανατολισµό και
αϱνητική διαϕοϱετικά. Η µοϱϕή έχει τον τύπο:

ωvol =
»

det(gi,j)i,jdw1 ∧ · · · ∧ dwn

Απόδειξη: ΄Εστω {w1
x, · · · , wnx} ⊆ TxM ϐάσεις των TxM και {v1

x, · · · , vnx} ⊆ TxM ορθοκανον-
ικές ϐάσεις των TxM, που συµφωνούν µε τον ϕυσικό προσανατολισµό. Η πεϱίπτωση που τα
{w1

x, · · · , wnx} δεν συνηστούν ϐάση είναι απλή και την παραλείπουµε (η µοϱϕή εκεί γίνεται
µηδέν).

Από την Πϱόταση 5.3, η µοϱϕή ωvol καϑοϱίϹεται µονοσήµαντα από το γεγονός ότι:

ωvol(v
1
x, · · · , vnx) = 1

Γϱάϕουµε τώϱα, εϕόσον οι {v1
x, · · · , vnx} είναι ϐάσεις των TxM:

wix =
n∑
j=1

wi,jx v
j
x

Αϕού οι {v1
x, · · · , vnx} είναι οϱϑοκανονικές ϐάσεις, ϑα πϱέπει να έχουµε g(x)(vk, v`) = δk,`,

όπου το δk,` είναι του Kronecker. Επίσης, εάν ϑεωϱήσουµε τον πίνακα της g(x) ως πϱος τη
ϐάση {w1

x, · · · , wnx}, ϑα έχουµε gk,`(x) = g(x)(wk, w`), και κατά συνέπεια, χϱησιµοποιώντας τη
µετϱική Riemann:

gk,`(x) = g(x)

Ñ
n∑
j=1

wk,jx vjx,
n∑
j=1

w`,jx vjx

é
=

n∑
j=1

wk,jx w`,jx

Θεωϱώντας λοιπόν τον πίνακα Vx = (wk,jx )k,j , η παϱαπάνω σχέση δίνει:(
gk,`(x)

)
k,`

= Vx · V T
x

δηλαδή det(gk,`)k,` = (detV(·))
2 > 0.

Τελικά, από την Πϱόταση 5.3 και την ιδιότητα ωvol(v
1
x, · · · , vnx) = 1, έχουµε:

ωvol(w
1
x, · · · , wnx) = detVx · ωvol(v

1
x, · · · , vnx) = detVx =

√
det
(
gi,j(x)

)
i,j
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Κατά συνέπεια:
ωvol =

»
det(gi,j)i,jdw1 ∧ · · · ∧ dwn

Οϱισµός 5.7 (∆ιαφορική µοϱϕή του όγκου και όγκος πολλαπλότητας Riemann). ΄Εστω
(M, g) µία προσανατολισµένη πολλαπλότητα Riemann. Η διαφορική µοϱϕή ωvol του Θεω-
ϱήµατος 5.3 καλείται διαφορική µοϱϕή του όγκου της M (ή µοϱϕή στοιχειώδους όγκου).

ωvol =
»

det(gi,j)i,jdx1 ∧ · · · ∧ dxn

Ο όγκος της M οϱίϹεται από το ολοκλήϱωµα:

vol(M) =

∫
M

ωvol =

∫
M

»
det(gi,j)i,jdx1 ∧ · · · ∧ dxn

Η τελευταία ενασχόλισή µας σχετικά µε τους όγκους έγκειται στο κατά πόσο είναι δυνατόν να
πϱοσδοϑεί µετϱική Riemann σε τυχούσα πολλαπλότητα. Η διαίσϑησή µας είναι ότι κάτι τέτοιο
είναι δυνατόν, αϕού κάϑε εϕαπτόµενος χώϱος µποϱεί να αποκτήσει εσωτεϱικό γινόµενο µέσω
του Rn. Παϱόλα αυτά, η µοναδικότητα της µετϱικής Riemann δεν µποϱεί να εξασϕαλιστεί (κάϑε
ϑετικό πολλαπλάσιο µετϱικής Riemann είναι µετϱική Riemann), πϱάγµα που δεν αναιϱεί την
εξάϱτηση του όγκου από την εκάστοτε µετϱική Riemann.

Θεωϱηµα 5.4 (΄Υπαρξη µετϱικής Riemann). ΄Εστω (M,T,A) µία C∞− πολλαπλότητα. Υπ-
άρχει µετϱική Riemann g στην M που την καθιστά πολλαπλότητα Riemann.

Απόδειξη: Η απόδειξη ϑα γίνει σε ϐήµατα.
Βήµα Ι: Θεωϱούµε {(Ui, ϕi)}i∈I µία κάλυψη από χάϱτες. ΄Εχουµε ήδη µεσ’ τις άκϱες δει ότι

σε κάϑε Ui οϱίϹεται µία µετϱική Riemann µε τον ακόλουϑο τϱόπο: Εάν ux, vx ∈ TxM, τότε:

gUi(x)(ux, vx) = 〈(u1
x, · · · , unx), (v1

x, · · · , vnx)〉Rn

όπου γϱάϕουµε τοπικά:

ux =
n∑
j=1

ujx
∂

∂xj

∣∣∣
x
και vx =

n∑
j=1

vjx
∂

∂xj

∣∣∣
x

Σε αυτήν την πεϱίπτωση, η µετϱική Riemann παίϱνει τη µοϱϕή:

gUi(x) =

n∑
k,`=1

δk,`(dxk)x ⊗ (dx`)x, όπου το δk,` είναι του Kronecker

Βήµα ΙΙ: Θεωϱούµε επίσης διαµέϱιση της µονάδας {δi}i∈I που κυϱιαϱχείται από το κάλυµµα
{Ui}i∈I και οϱίϹουµε:

g(x) =
∑
i∈I

δi(x)gUi(x)

Θα δείξουµε ότι η g είναι µετϱική Riemann στην M. Η ιδιότητα i. είναι ϕανεϱή. Για την ii.,
έχουµε δi(x) > 0 και gUi(x)(v, v) > 0, οπότε:

g(x)(v, v) =
∑
i∈I

δi(x)gUi(x)(v, v) > 0
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Επίσης, εάν v = 0, g(x)(v, v) = 0. Eάν g(x)(v, v) = 0, τότε για κάποιο i ∈ I:

δi(x) > 0, κατά συνέπεια gUi(x)(v, v) = 0

∆ηλαδή, εϕόσον το gUi(x) είναι εσωτεϱικό γινόµενο, v = 0. Η ιδιότητα iii. είναι συνέπεια του
τοπικά πεπεϱασµένου αϑϱοίσµατος, της ιδιότητας iii. της µετϱικής Riemann για τις gUi , και της
οµαλότητας της διαµέϱισης της µονάδας.

5.3 Συνοχές Riemann

5.4 Τανυστές καµπυλότητας
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