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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

Η εξίσωση του Jacobi

1.1 Η εξίσωση Jacobi

Οϱισµός 1.1 ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann και γ : I → M µια γεωδαισιακή.
Μια Γ: K×I → M µεταϐολή της γ ϑα λέγεται µεταϐολή µέσω γεωδαισιακών αν κάϑε
κύϱια καµπύλη Γs είναι γεωδαισιακή.

Παϱάδειγµα 1.1 Παραπέµπτουµε τον αναγνώστη στο ϐιϐλίο [Lee-RG, 2018] και στην
απόδειξη του λήµµατος του Gauss, όπου η µεταϐολή που ορίζεται στην αντίστοιχη
απόδειξη είναι µεταϐολή µέσω γεωδαισιακών.
Κίνητϱο 1.1 • Θα πϱοσπαϑήσουµε να παϱάξουµε µια εξίσωση που ϑα πϱέπει να

ικανοποιεί το πεδίο µεταϐολής µια µεταϐολής µέσω γεωδαισιακών. Παϱόλα αυτά
ϑα δούµε ότι η πϱοκείπτουσα εξίσωση , δοσµένης γεωδαισιακής γ, χαϱακτηϱίϹει
µια κλάση διανυσµατικών πεδίων κατά µήκος της γ, τα λεγόµενα πεδία Jacobi
µε τα οποία ϑα ασχοληϑούµε σε µεγάλο ϐαϑµό κατά τη διάϱκεια των κεϕαλαίων.

• Με τις παϱαπάνω υποϑέσεις του Οϱισµού 1.1 έστω V (t) = ∂sΓ(0, t) το αντίστοιχο
πεδίο µεταϐολής της Γ. Αϕού Γs είναι γεωδαισιακή, για κάϑε s ∈ J , τότε DtT = 0.
Χϱησιµοποιώντας της τελευταία σχέση ϑέλουµε να εξάγουµε µια σχέση σχέτική µε
το V .

• Αν γνωϱίϹαµε ότι για κάϑε W κατά µήκος της Γ, ισχύει ότι

DsDtW = DtDsW

τότε από γνωστό Λήµµα ϑα πϱοέκυπτε ότι

0 = DsDtT = DtDsT = DtDtS

όπου υπολογίϹοντας στο (0, t) ϑα είχαµε ότι D2
tV = 0. Παϱόλα αυτά η αλήϑεια

είναι αϱκετά µακϱιά από αυτό.

• Στην πϱοκειµένη πεϱίπτωση καϑοϱιστικός είναι ο ϱόλος του τανυστή καµπυλότητας
Riemann, ο οποίος αποτελεί ένα ‘‘µέτϱο’’ του κατά πόσο η διαϕοϱά DsDtW −
DtDsW απέχει από το είναι µηδέν!

Λήµµα 1.1 ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann και Γ: J × I → M µια λεία µονο -
παϱαµετϱική οικογένεια καµπυλών. Αν V ένα C ∞ διανυσµατικό πεδίο κατά µήκος της
Γ, τότε

DsDtV −DtDsV = R(S, T )V

όπου S(s, t) = ∂sΓ(s, t) και T (s, t) = ∂tΓ(s, t).
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Απόδειξη. Αϱκεί να δείξουµε την Ϲητούµενη ισότητα σε ένα τοπικό σύστηµα συνταταγ-
µένων. ΄Εστω (U, (xi)) χάϱτης της M . Τότε σε συντεταγµένες έχουµε ότι

Γ =
(
Γ1, . . . ,Γn

)
και

S(s, t) =
∂Γi

∂s
(s, t)∂i|Γ(s,t), T (s, t) =

∂Γj

∂t
(s, t)∂j|Γ(s,t), V (s, t) = V k(s, t)∂k|Γ(s,t)

΄Εχουµε ότι

DtV = Dt

(
V i∂i

)
=

∂V i

∂t
∂i + V iDt(∂i)

εποµένως

DsDtV =
∂2V i

∂s∂t
∂i +

∂V i

∂t
Ds(∂i) +

∂V i

∂s
Dt(∂i) + V iDsDt(∂i) (1.1)

Λόγω συµµετϱικότητας έχουµε ότι

DtDsV =
∂2V i

∂t∂s
∂i +

∂V i

∂s
Dt(∂i) +

∂V i

∂t
Ds(∂i) + V iDtDs(∂i) (1.2)

Αϕαιϱώντας από την 1.1 την 1.2 πϱοκύπτει ότι

DsDtV −DtDsV = V i [DsDt(∂i)−DtDs(∂i)]

Λόγω επεκτασιµότητας έχουµε ότι

Dt(∂i) = ∇T∂i =
∂Γj

∂t
∇∂j∂i

συνεπώς, αϕού και το ∇∂j∂i είναι επεκτάσιµο, έχουµε ότι

DsDt∂i =
∂2Γj

∂s∂t
∇∂j∂i +

∂Γj

∂t

∂Γk

∂s
∇∂k

(
∇∂j∂i

)
Λόγω συµµετρικότητας (ως πϱος s, t) και συµµετρικότητας της συνοχής έχουµε ότι έχουµε
ότι

DsDt∂i −DtDs∂i =
∂Γj

∂t

∂Γk

∂s

[
∇∂k

(
∇∂j∂i

)
−∇∂j (∇∂k∂i)

]
= R(S, T )∂i

όπου R είναι ο τανυστής καµπυλότητας Riemann και η τελευταία ισότητα πϱοκύπτει από
την C ∞ γϱαµµικότητα του R. Από την τελευταία σχέση πϱοκύπτει άµεσα το Ϲητούµενο.

Θεώϱηµα 1.1 (Εξίσωση Jacobi). ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann, γ : I → M
γεωδαισιακή και V ∈ X (γ). Υποϑέτουµε ότι το V είναι πεδίο µεταϐολής κάποιας
µεταϐολής της γ µέσω γεωδαισιακών. Τότε

D2
tV +R (V, γ̇) (γ̇) = 0 (1.3)
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Απόδειξη. ΄Εστω Γ: J × I → M µεταϐολή της γ µέσω γεωδαισιακών τέτοιο ώστε

V (t) = ∂sΓ(0, t)

Αϕού Γs είναι γεωδαισιακή, για κάϑε s ∈ J , τότε έχουµε ότι DtT = 0, συνεπώς

0 = DsDtT = DtDsT = DtDtS +R(S, T )T

όπου η δεύτεϱη ισότητα πϱοκύπτει από το πϱοηγούµενο λήµµα και η τϱίτη από το Λήµµα
Συµµετϱίας. ΕϕαϱµόϹοντας την τελευταία σχέση στα (0, t), δεδοµένου ότι

T (0, t) = γ̇(t) και S(0, t) = ∂sΓ(0, t) = V (t)

πϱοκύπτει η Ϲητούµενη σχέση.

Οϱισµός 1.2 ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann και γ γεωδαισιακή. ΄Ενα V ∈ X (γ)
ϑα λέγεται πεδίο Jacobi αν ικανοποιεί την εξίσωση 1.3.

Παϱατήϱηση 1.1 • ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann, γ : I → M µια γεω-
δαισιακή της M και J ∈ X (γ) πεδίο Jacobi. ΄Εστω p = γ(a) µε a ∈ I.

• Στην πεϱίπτωση των εξισώσεων παϱάλληλων διανυσµατικών πεδίων κατά µήκος
καµπύλης και των γεωδαισιακών εξισώσεων ήταν αρκετά εύχϱηστο να µελετήσουµε
τις εξισώσεις γύϱω από ένα τοπικό σύστηµα συντεταγµένων. Αυτό ήταν µια κα-
ϑοριστική κίνηση για να αποδείξουµε ϑεωρήµατα ύπαϱξης και µοναδικότητας.

• Λόγω της εµϕάνισης της δεύτεϱης τάξης συναλλοίωτης παϱάγωγου στην εξίσωση
Jacobi, ϑα ήταν ϐολικότεϱο, για ένα πεδίο Jacobi J ∈ X (γ) να ϑεωϱήσουµε ένα
παϱάλληλο, οϱϑοκανονικό πλαίσιο {Ei} κατά µήκος της γ. Τότε

J(t) = J i(t)Ei(t)

και τότε η εξίσωση 1.3 µποϱεί να αναδιατυπωϑεί µε τον εξής τϱόπο

J̈ i(t) +Ri
jkℓ ◦ γ(t)J j(t)Jk(t)J ℓ(t) = 0 (1.4)

όπου
R(Ej, Ek)Eℓ = Ri

jkℓEi

• Μέσω της παϱαπάνω εξίσωσης και δεδοµένων δύο αϱχικών συνϑηκών ϑα δείξουµε
ότι δοσµένης γεωδαισιακής υπάϱχει µοναδικό πεδίο Jacobi που ικανοποιεί αυτές
της αϱχικές συνϑήκες.

Θεώϱηµα 1.2 (΄Υπαρξη και Μοναδικότητα Πεδίων Jacobi). ΄Εστω (M, g) πολ-
λαπλότητα Riemann, γ : I → M µια γεωδαισιακή της M και a ∈ I. Αν v, w ∈ TpM ,
όπου p = γ(a), τότε υπάρχει µοναδικό πεδίο Jacobi J : I → TM τέτοιο ώστε

J(a) = v και DtJ(a) = w.



8 Κεϕάλαιο 1. Η εξίσωση του Jacobi

Απόδειξη. ΄Εστω {Ei}i ένα παϱάλληλο, οϱϑοκανονικό πλαίσιο κατά µήκος της γ. Τότε,
µέσω της παϱατήϱησης αναγόµαστε στην επίλυση του συστήµατος διαϕοϱικών εξισώσεων
δεύτεϱης τάξης

J̈ i(t) +Ri
jkℓ ◦ γ(t)J j(t)Jk(t)J ℓ(t) = 0

Θέτοντας W i = J̇ i, τότε πϱοκύπτει το γϱαµµικό σύστηµα διαϕοϱικών εξισώσεων πϱώτης
τάξης, αλλά µε 2n αγνώστους αυτή το ϕοϱά

W i = J̇ i

Ẇ i = −
(
Ri

jkℓ ◦ γ
)
J jJkJ ℓ

Αν v = viEi(a) και w = wiEi(a), τότε οι αϱχικές συνϑήκες του παϱαπάνω πϱοϐλήµατος
αϱχικών τιµών είναι(

J1(a), . . . , Jn(a),W 1(a), . . . ,W n(a)
)
= (v1, . . . , vn, w1, . . . , wn)

Aπό γνωστό ϑεώϱηµα, το παϱαπάνω σύστηµα έχει µοναδική λύση και µάλιστα λόγω των
παϱαπάνω αϱχικών συνϑηκών έχουµε ότι το J = J iEi ικανοποιεί την εξίσωση Jacobi και
µάλιστα

J(a) = J i(a)Ei(a) = viEi(a) = v και DtJ(a) = J̇ i(a)Ei(a) = w.

Παϱατήϱηση 1.2 • ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann, γ : I → M µια γεω-
δαισιακή της M και a ∈ I. Αν p = γ(a), µέσω του προηγούµενου ϑεωρήµατος,
δείξαµε ότι υπάρχει αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση

Φ: J (γ) → TpM ⊕ TpM, Φ(J) = (J(a), DtJ(a))

όπου J (γ) είναι το σύνολο των πεδίων Jacobi κατά µήκος της γ.

• Επίσης, είναι εύκολο να διαπιστωϑεί, λόγω της εξίσωσης 1.3, τότε J (γ) είναι ένας
διανυσµατικός υπόχωϱος του X (γ)

• Λόγω της γϱαµµικότητας της εξίσωσης του Jacobi, αποδεικνύεται ότι η Φ είναι
γϱαµµική απεικόνιση και κατ’ επέκταση γϱαµµικός ισοµοϱϕισµός.

Πόϱισµα 1.1 ΄Εστω (M, g) διάστασης n και γ : I → M µια γεωδαισιακή της M . Τότε
J (γ) είναι διανυσµατικός υπόχωϱος του X (γ) διάστασης 2n.

Κίνητϱο 1.2 • Μέσω του Θεωϱήµατος 1.1 δείξαµε ότι για δοσµένη γεωδαιασιακή
και πεδίο µεταϐολής της µέσω γεωδαισιακών, τότε το αντίστοιχο πεδίο µεταϐολής
είναι πεδίο Jacobi.

• Θα µποϱούσαµε να ισχυϱισµούµε ότι ισχύει το αντίστϱοϕο; ∆ηλαδή ότι κάϑε πεδίο
Jacobi είναι πεδίο µεταϐολής κάποια µεταϐολής µέσω γεωδαισιακών; Η επόµενη
πϱόταση µας δίνει καταϕατική απάντηση στην πϱοηγούµενη εϱώτηση, κάτω υπό
οϱισµένες πϱοϋποϑέσεις!

Πϱόταση 1.1. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann και γ : I → M γεωδαιασιακή.
Αν M είναι πλήϱης ή I είναι συµπαγές διάστηµα, τότε κάϑε πεδίο Jacobi κατά µήκος
της γ είναι πεδίο µεταϐολής κάποιας µεταϐολής της γ µέσω γεωδαισιακών.
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Απόδειξη. • Χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας υποθέτουµε ότι 0 ∈ I (εφαρµόζοντας
κατάλληλη µεταϕοϱά στο t). Τότε συµβολίζουµε ως εξής γ(0) = p και γ̇(0) = v,
δηλαδή γ(t) = expp(tv).

• Θεωϱούµε J ∈ J (γ) και ϑεωϱούµε σ : (−ε, ε) → M τέτοια ώστε σ(0) = p και
σ̇(0) = J(0). Επιπϱόσϑετα, επιλέγουµε V (s) ∈ X (σ) µε V (0) = v και DsV (0) =
DtJ(0).

v = V (0)J(0)

σ(s)

V (s)

Γs

Γ0 = γv
p

σ

• ΟϱίϹουµε Γ(s, t) = expσ(s) (tV (s)). Χϱησιµοποιώντας ότι είτε M είναι πλήϱης,
µέσω του Hopf-Rinow, είτε ότι το I είναι συµπαγές, µποϱούµε να συµπεϱάνουµε
ότι Γ: (−δ, δ)× I → M µεταϐολή της γ. Αϕήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη να
δείξει ότι Γ είναι µεταϐολή της γ µέσω γεωδαισιακών.

• Θεωϱούµε το πεδίο µεταϐολής W (t) της Γ. Παϱατηϱούµε ότι

W (0) = σ̇(0) = J(0) DtW = DtS(0, 0) = DsT (0, 0) = DsV (0) = DtJ(0)

Μέσω του Θεωϱήµατος 1.1 το W είναι πεδίο Jacobi και από την παϱαπάνω σχέση
και την µοναδικότητα των πεδίων Jacobi πϱοκύπτει ότι W = J .

Κίνητϱο 1.3 ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann και γ : I → M µια C ∞ καµπύλη.
Λόγω της ϕυσιολογικής συµπεϱιϕοϱάς που έχει η συνοχή Levi - Civita κάτω από τοπικές
ισοµετϱίες έχουµε ήδη δει το εξής αποτέλεσµα : Αν F : (M, g) → (M̃, g̃) τοπική ισοµετϱία
και γ̃ = F ◦ γ και γ είναι γεωδαισιακή της M , τότε γ̃ είναι γεωδαισιακή. Μποϱεί το
πϱοηγούµενο αποτέλεσµα να εξάγει κάτι αντίστοιχο αποτέλεσµα για δύο J ∈ X (γ) και
J̃ ∈ X (γ̃) όταν αυτά είναι F - συσχετισµένα;

Πϱόταση 1.2. ΄Εστω F : (M, g) →
Ä
M̃, g̃
ä

µια τοπική ισοµετϱία µεταξύ δύο πολ-

λαπλοτήτων Riemann και γ : I → M γεωδαισιακή (συνεπώς και γ̃ = F ◦ γ) γεωδαισι-
ακή). Αν δύο J ∈ X (γ) και J̃ ∈ X (γ̃) είναι F - συσχετισµένα, δηλαδή

dγ(t)F (J(t)) = J̃(t)

τότε J ∈ J (γ) αν και µόνο αν J̃ ∈ J (γ̃).
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Απόδειξη. Το Ϲητούµενο πϱοκύπτει τοπικά χρησιµοποιώντας τη ϕυσικότητα της συναλ-
λοίωτης παραγώγου και την ϕυσικότητα του τελεστή καµπυλότητας Riemann.

1.2 Εϕαπτοµενικά και κάϑετα πεδία Jacobi

Κίνητϱο 1.4 • Είναι ϕυσιολογικό ξεκινώντας να µελετάει κανείς τα πεδία Jacobi
να αναϹητά τετϱιµµένα παϱαδείγµατα και να εξετάσει τί πληϱοϕοϱίες µποϱεί να
αποκοµίσει από αυτά.

• Αν (M, g) πολλαπλότητα Riemann και γ : I → M γεωδαισιακή, από την C ∞ γραµ-
µικότητα καθώς και από τις συµµετρίες του τανυστή καµπυλότητας πϱοκύπτει ότι
τα J0(t) = γ̇(t) και J1(t) = tγ̇(t) είναι πεδία Jacobi κατά µήκος της γ.

• Αν υποϑέσουµε ότι M είναι πλήϱης ή I συµπαγές, αν ϑεωϱήσουµε τις αντίστοιχες
µεταϐολές της απόδειξης της Πϱότασης 1.1 που έχουν ως πεδία µεταϐολής τα J0, J1
αντίστοιχα παϱατηϱούµε ότι

Γ0(s, t) = γ(s+ t) και Γ1(s, t) = γ((1 + s)t)

Παϱατηϱούµε λοιπόν ότι η πληροφορία που λαµβάνουµε από τις παραπάνω σχέ-
σεις είναι µηδαµινή σχετικά µε την συµπεριφορά άλλων γεωδαισιακών πέϱαν της
γ.

• Αν ϑεωϱήσουµε µια τυχαία κανονική καµπύλη γ : I → M σε µια πολλαπλότητα
Riemann (M, g), τότε αυτή είναι immersion και για κάϑε t ∈ I έχουµε ότι

T

⊥

γ(t)M := ⟨γ̇⟩ ≤ Tγ(t)M

είναι 1-διάστατος υπόχωρος, συνεπώς µποϱούµε να ϑεωρήσουµε τον T⊥
γ(t)M αντίσ-

τοιχο (n− 1) - διάστατο υπόχωρο του T

⊥

γ(t)M .

• ΄Ενα V ∈ X (γ) ϑα λέγεται εφαπτοµενικό αν V (t) ∈ T

⊥

γtM , για κάϑε t ∈ I.
΄Ενα V ∈ X (γ) ϑα λέγεται κάθετο αν V (t) ∈ T⊥

γ(t)M , για κάϑε t ∈ I. Ο χώϱος
των εφαπτοµενικών και κάθετων διανυσµατικών πεδίων κατά µήκος της γ ϑα συµ-
ϐολίζεται µε X

⊥

(γ),X ⊥(γ) αντίστοιχα.

Οϱισµός 1.3 ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann και γ : I → M γεωδαισιακή. ΄Ενα
V ∈ X (γ) ϑα λέγεται εϕαπτοµενικό πεδίο Jacobi αν είναι πεδίο Jacobi και V (t) ∈
T

⊥

γtM , για κάϑε t ∈ I. Αναλόγως οϱίϹονται και τα κάϑετα πεδία Jacobi . Ο χώϱος των
εϕαπτοµενικών και κάϑετων διανυσµατικών πεδίων κατά µήκος της γ ϑα συµϐολίϹεται
µε J

⊥

(γ),J ⊥(γ) αντίστοιχα.

Πϱόταση 1.3. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann, γ : I → M γεωδαισιακή και
J ∈ J (γ). Τα ακόλουϑα είναι ισοδύναµα.

(α) Το J είναι κάϑετο πεδίο Jacobi κατά µήκος της γ.

(ϐ) Το J είναι κάϑετο στο γ̇ σε δύο διαϕοϱικά σηµεία.

(γ) Τα J,DtJ είναι κάϑετα στο γ̇ σε ένα σηµείο.

(δ) Τα J,DtJ είναι κάϑετα στο γ̇ σε κάϑε σηµείο.
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Απόδειξη. ΄Εστω f : I → R και f(t) = ⟨J(t), γ̇(t)⟩. Αϕού η συνοχή Levi - Civita είναι
µετϱική έχουµε ότι

ḟ = ⟨DtJ, γ̇⟩+ ⟨J,Dtγ̇⟩ = ⟨DtJ, γ̇⟩

και όµοια
f̈ =

〈
D2

t J, γ̇
〉
= −⟨R(J, γ̇)γ̇, γ̇⟩ = −Rm(J, γ̇, γ̇, γ̇) = 0

όπου η τελευταία σχέση πϱοκύπτει από τις συµµετρίες του τανυστή καµπυλότητας Rie-
mann. Συνεπώς, έχουµε ότι ḟ είναι σταθερή, από όπου η ισοδυναµίες (α) - (δ) προκύπ-
τουν άµεσα.

Πόϱισµα 1.2 ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann, γ : I → M γεωδαισιακή µη στα-
ϑερή (δηλαδή κανονική). Τότε J ⊥(γ) είναι ένας 2n − 2 - υπόχωρος του J (γ) και
J

⊥

(γ) είναι ένας 2 - υπόχωρος του J (γ). Συνεπώς

J (γ) = J

⊥

(γ)⊕ J ⊥(γ)

Απόδειξη. • Θεωϱούµε την απεικόνιση

Φ: J (γ) → TpM ⊕ TpM, Φ(J) = (J(a), DtJ(a))

η οποία έχουµε δείξει ότι είναι γϱαµµικός ισοµοϱϕισµός. Από το παϱαπάνω λήµµα
είναι σαϕές ότι

Φ
(
J ⊥(γ)

)
= TpM

⊥ ⊕ TpM
⊥

όπου ο τελευταίος χώϱος έχει διάσταση 2n− 2.

• Είναι άµεσο ότι J

⊥

(γ)∩J ⊥(γ) = {0} και αϕού τα J0, J1 που οϱίσϑηκαν στο Κίν-
ητρο 1.4 ανήκουν στο J

⊥

(γ) και είναι γραµµικά ανεξάϱτητα, τότε dimJ

⊥

(γ) =
2.





ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

Ειδικοί τύποι πεδίων Jacobi

2.1 Πεδία Jacobi που µηδενίϹονται σε σηµείο

Λήµµα 2.1 ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann I ⊆ R διάστηµα που πεϱιέχει το 0,
γ : I → M γεωδαισιακή και J ∈ J (γ) τ.ω. J(0) = 0. Υποϑέτουµε ότι M είναι πλήϱης
ή I είναι συµπαγές. Τότε το J είναι πεδίο µεταϐολής της µεταϐολής της γ

Γ(s, t) = expp(t(v + sw))

όπου γ(0) = p, γ̇(0) = v και DtJ(0) = w.

Απόδειξη. Ακολουϑώντας τα ϐήµατα της απόδειξης της Πϱότασης 1.1, επιλέγουµε για
σ ≡ p και W (s) = v + sw. Τότε, η Ϲητούµενη µεταϐολή είναι η

Γ(s, t) = expσ(s) (tW (s)) = Γ(s, t) = expp(t(v + sw))

Πϱόταση 2.1. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann I ⊆ R διάστηµα που πεϱιέχει
το 0, γ : I → M γεωδαισιακή µε γ(0) = p και γ̇(0) = v. Για κάϑε w ∈ TpM , το
J ∈ J (γ) το οποίο ικανοποιεί τις παϱακάτω συνϑήκες

J(0) = 0 και DtJ(0) = w

δίνεται από τον τύπο
J(t) = dtv(expp)(tw) (2.1)

κάνοντας την ταύτιση Ttv(TpM) ≡ TpM .

Απόδειξη. Αϕού κάϑε t ∈ I ανήκει σε ένα 0 ∈ I0 ⊆ I συµπαγές. ΄Αϱα, για κάϑε τέτοιο
συµπαγές διάστηµα I0, το J από το Λήµµα 2.1, είναι πεδίο µεταϐολής της µεταϐολής

Γ(s, t) = expp(t(v + sw))

ΥπολογίϹουµε ως εξής

J(t) = ∂sΓ(0, t) = d(0,t)
(
expp(t(v + sw))

)
(∂s)

= dtv(expp) ◦ d(0,t)(t(v + sw))(∂s) = dtv(expp)(tw)



14 Κεϕάλαιο 2. Ειδικοί τύποι πεδίων Jacobi

Παϱατήϱηση 2.1 Με τις υποθέσεις τις προηγούµενης πρότασης, υποθέτουµε ότι (U, (xi))
είναι κανονική περιοχή και κανονικές συντεταγµένες γύϱω από το p τ.ω. γ(I) ⊆ U µε

v = vi∂i|p και w = wi∂i|p

Τότε η αντίστοιχη αναπαϱάσταση της Γ είναι η

Γ(s, t) =
(
t
(
v1 + sw1

)
, . . . , (t (vn + swn)

)
συνεπώς αϕού J είναι το πεδίο µεταϐολής της Γ γϱάϕεται σε κανονικές συντεταγµένες
στην µοϱϕή

J(t) = twi∂i|γ(t) (2.2)

γ

v

w

Παϱατήϱηση 2.2 ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann, p ∈ M και U κανονική περι-
οχή του p. ΄Εστω q ∈ U \ {p}. Θεωρούµε την ακτινική γεωδαισιακή

γ(t) = expp(tv)

όπου v = exp−1
p (q). Τότε, έχουµε ότι γ(1) = q. ΄Εστω w ∈ TqM , το οποίο σε κανονικές

συντεταγµένες γϱάϕεται ως
w = wi∂i|γ(t)

Θεωϱώντας το v′ = wi∂i|p και εϕαϱµόϹοντας την παϱαπάνω παϱατήϱηση έχουµε ότι το
πεδίο Jacobi J ∈ J (γ) που µηδενίϹεται στο 0 ικανοποιεί την σχέση

J(1) = wi∂i|γ(1) = wi∂i|q = w

Πόϱισµα 2.1 ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann, p ∈ M και U κανονική πεϱιοχή
του p. ΄Εστω q ∈ U \ {p}. Θεωϱούµε την ακτινική γεωδαισιακή

γ(t) = expp(tv)

όπου v = exp−1
p (q). Τότε, έχουµε ότι γ(1) = q. Για κάϑε w ∈ TqM είναι τιµή ενός

J ∈ J (γ) που µηδενίϹεται για t = 0.
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2.2 Πεδία Jacobi σε χώϱους σταϑεϱής καµπυλότητας

Κίνητϱο 2.1 Σε µια πολλαπλότητα Riemann (M, g) µποϱούµε για οποιαδήποτε γραµ-
µικά ανεξάϱτητα v, w ∈ TpM και Π τον χώϱο που παράγεται από τα v, w να ορίσουµε
την τµηµατική καµπυλότητα του Π ως

K(Π) =
Rmp(v, w, w, v)

|u ∧ w|2

όπου
|u ∧ w| = (⟨v, v⟩ · ⟨w,w⟩ − ⟨v, w⟩)1/2

Αϱκετό ενδιαφέρον, παϱότι δεν ϕαίνεται εκ πϱώτης όψεως, έχουν χώϱοι µε σταθερή τµη-
µατική καµπυλότητα, µε αποτελέσµατα τα οποία έρχονται σε άµεση επαϕή µε τα πεδία
Jacobi. Για να δώσουµε µια πϱώτη γεύση στον αναγνώστη, ϑυµίζουµε ότι κάϑε συνεκ-
τική πολλαπλότητα Riemann επιδέχεται καθολική επικάλυψη, ϐλέπε [Lee-SM, 2012],
για την οποία εν γένει δεν γνωρίζουµε την ϕύση της ως πολλαπλότητα. Στην πεϱίπτωση
όµως που η M έχει σταθερή τµηµατική καµπυλότητα −1, 0, 1, δεν έχουµε αρκετές επι-
λογές για αυτή την επικάλυψη. Πϱέπει να είναι µια εκ των παϱακάτω!

Hn, Rn, Sn

Λήµµα 2.2 ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann µε σταϑεϱή τµηµατική καµπυλότητα
c. Τότε για κάϑε v, w, x ∈ TpM ισχύει ότι

Rm(v, w)(x) = c (⟨w, x⟩v + ⟨v, x⟩w)

όπου Rm είναι η πϱοκείπτουσα απεικόνιση Rm: TpM × TpM × TpM → TpM , από τον
τανυστή καµπυλότητας Riemann.

Οϱισµός 2.1 ΄Εστω c ∈ R. Με sc : R → R ϑα συµϐολίϹουµε την συνάϱτηση

sc(t) =


t, c = 0

R sin(t/R), c = 1/R2 > 0

R sinh(t/R), c = −1/R2 < 0

Πϱόταση 2.2. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann σταθερής τµηµατικής καµ-
πυλότητα c και γ : I → M γεωδαισιακή της M µοναδιαίας ταχύτητας. Αν J ∈ J (γ)⊥

µε J(0) = 0, τότε το J είναι της µορφής

J(t) = ksc(t)E(t)

όπου sc είναι η συνάϱτηση που οϱίσϑηκε παϱαπάνω και E(t) είναι ένα παϱάλληλο,
κάϑετο και δ.π. κατά µήκος της γ.

Απόδειξη. • ΄Εστω E(t) ένα παϱάλληλο, κάϑετο και µοναδιαίο δ.π. κατά µήκος της
γ και J ∈ J (γ)⊥ µε J(0) = 0, το οποίο γϱάϕεται στην µοϱϕή

J(t) = u(t)E(t)
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Τότε, έχουµε ότι
D2

t J +R (J, γ̇) (γ̇) = ü+ cu = 0

όπου η ισότητα πϱοκύπτει άµεσα από το πϱοηγούµενο Λήµµα, από το γεγονός ότι
J είναι κάϑετο και γ̇ είναι µοναδιαίας ταχύτητας.

• Η τελευταία εξίσωση είναι µια συνήϑης διαφορική εξίσωση δεύτεϱης τάξης µε στα-
ϑερούς συντελεστές, όπου οι λύσεις που ικανοποιούν την συνθήκη u(0) = 0 είναι
ακϱιϐώς τα σταθερά πολλαπλάσια ksc.

• Με επιχείϱηµα διαστάσεων πϱοκύπτει ότι τα κάϑετα πεδία Jacobi που µηδενίϹονται
για t = 0 είναι ακϱιϐώς αυτά της µοϱϕής

J(t) = ksc(t)E(t)

Παϱατήϱηση 2.3 Θεωϱούµε την απεικόνιση π : Rn+1 \ {0} → Sn µε π(x) = x/∥x∥. Αν
g◦ ∈ T (0,2)(M) η επαγόµενη µετϱική Riemann της σϕαίϱας από την συνήϑη µετϱική
Riemann του Rn, τότε ϑεωϱούµε τον pullback τανυστή

ĝ = π∗g◦ ∈ T 0,2
(
Rn+1 \ {0}

)
Πως µποϱούµε να συνδέσουµε όµως την συνήϑη ευκλείδεια µετϱική µε τον παϱαπάνω
τανυστή ĝ;

Λήµµα 2.3 Στον Rn \ {0}, η συνήϑης ευκλείδεια µετϱική g γϱάϕεται ως

g = dr ⊗ dr + r2ĝ

όπου r η συνήϑης ευκλείδεια απόσταση r(x) = ∥x∥.

Απόδειξη. Θεωϱούµε την απεικόνιση Φ: R+×Sn−1 → Rn\{0} µε Φ(ρ, x) = ρx. Εφοδιά-
Ϲοντας το R+ × Sn−1 µε την warped product µετϱική dρ⊗ dρ+ ρ2g◦ έχουµε ότι

g =
(
Φ−1

)
(dρ⊗ dρ+ ρ2g◦) = dr ⊗ dr + r2ĝ

Το παϱακάτω ϑεώϱηµα, το οποίο διατυπώνουµε, µποϱεί να ϐϱεϑεί στο [Lee-RG, 2018].

Θεώϱηµα 2.1. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann µε σταθερή τµηµατική καµ-
πυλότητα c. ΄Εστω p ∈ M και (U, (xi)) κανονικές συντεταγµένες γύϱω από το p. Αν r
η ακτίνική απόσταση που ορίζεται στο U \ {p} και ĝ ∈ T 0,2(U \ {p}) που ορίζεται σε x
- συνταγµένες όπως πϱιν, τότε έχουµε ότι

g = dr ⊗ dr + sc(r)
2ĝ.
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Απόδειξη. • Για πϱακτικούς λόγους ϑα συµϐολίϹουµε µε g το ευκλείδειο εσωτεϱικό
γινόµενο (σε κανονικές συνταγµένες και µε gc το δεξί µέλος της παϱαπάνω ισότητας.
΄Εστω q ∈ U \{p}. Αν b = r(q), από το Λήµµα του Gauss, έχουµε ότι κάϑε v ∈ TqM
επιδέχεται (οϱϑογώνια) ανάλυση της µοϱϕής

v = V ⊥ + V

⊥

όπου V ⊥ είναι πολλαπλάσιο του ∂r|q και V

⊥

είναι εϕαπτόµενο στην γεωδαιασιακή
σϕαίϱα ακτίνας b.

• Θέλουµε να δείξουµε ότι g(v, v) = gc(v, v) (µετά εϕαϱµόστε για v+w), αλλά από τις
ιδιότητες των κανονικών συντεταγµένων, έχουµε ότι ∂r είναι µοναδιαίο ως πϱος τα
g, g, gc, συνεπώς αϱκεί να δείξουµε την ισότητα υποϑέτοντας ότι v είναι εϕαπτόµενο
στην γεωδαισιακή σϕαίϱα ακτίνας b

• Τότε για αυτά τα v, αϕού r ≡ b, αϱκεί να δείξουµε ότι

g(v, v) = sc(b)
2ĝ(b)

Από το Λήµµα 2.3 έχουµε ότι

gc(v, v) =
sc(b)

2

b2
g(v, v)

• Από το Λήµµα 2.2 µποϱούµε να υποϑέσουµε ότι για την ακτινική γεωδαισιακή
γ : [0, b] → M (σε κανονικές συντεταγµένες)

γ(t) =

Å
t

b
q1, . . . ,

t

b
qn
ã

υπάϱχει πεδίο Jacobi J ∈ J (γ) τ.ω. J(b) = v µε τύπο

J(t) =
t

b
vi∂i|γ(t)

• Αϕού J(0) = 0 και J(b) = v, δηλαδή κάϑετα στο γ̇, τότε J ∈ J ⊥(γ), άϱα είναι της
µοϱϕής

J(t) = ksc(t)E(t)

• Χϱησιµοποιώντας την τελευταία σχέση έχουµε δείξει την Ϲητούµενη ισότητα.

Πόϱισµα 2.2 ΄Εστω (M, g) και (M̃, g̃) πολλαπλότητες Riemann ίδιας διάστασης και
σταϑεϱής τµηµατικής καµπυλότητας c. Τότε, (M, g) και (M̃, g̃) είναι τοπικά ισοµετϱικές.





ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

ΣυϹυγή σηµεία

3.1 Παϱαδείγµατα συϹυγών σηµείων

Σε αυτό το κεϕάλαιο ϑα ξεκινήσει να µας απασχολήσει το εϱώτηµα του κατά πόσον και
υπό ποιες πϱοϋποϑέσεις η εκϑετική απεικόνιση γίνεται αµϕιδιαϕόϱιση, και ειδικότεϱα
ϑα ασχοληϑούµε µε τα κϱίσιµα σηµεία της. Αϕού αποκτήσουµε τα κατάλληλα εϱγαλεία,
ϑα ασχοληϑούµε µε το εν λόγω ϑέµα ξανά στο Κεϕάλαιο 5. Ξέϱουµε ήδη ότι η εκϑετική
συνάϱτηση expp στο ανοικτό σύνολο:

Ep = {v ∈ TpM | ∃γ : I ⊇ [0, 1] → M µεγιστική γεωδαισιακή µε γ(0) = p, γ̇(0) = v}

αποτελεί οµαλή απεικόνιση µεταξύ n−διάστατων χώϱων, κι οπότε υπάϱχει αντίστϱοϕος
στα σηµεία στα οποία η dv(expp) έχει τάξη n (από το ϑεώϱηµα της αντίστϱοϕης ή το
ϑεώϱηµα τάξης).

expp

Τα σηµεία της εκθετικής στα οποία εφαρµόζονται τα ϑεωρήµατα αντίστροφης απεικόνισης
και τάξης, ϑα τα ονοµάζουµε κανονικά σηµεία. Γνωρίζουµε ήδη ότι το 0 είναι κανονικό
σηµείο, αϕού:

d0(expp) = id

Για να πάϱουµε µία ιδέα για τη µοϱϕή των κϱίσιµων σηµείων της εκθετικής, ϑα ασχολ-
ηθούµε µε το παϱάδειγµα της σϕαίϱας S2. Η εκθετική απεικόνιση expp εκεί αποτελεί
αµφιδιαφόριση, όταν περιορίζεται στην µπάλα Bπ(0) ⊆ TpS2. Κάϑε όµως σηµείο στο
σύνοϱο ∂Bπ(0) αποτελεί κϱίσιµο σηµείο, πϱάγµα που µας πϱοϊδεάϹει ότι η εκθετική δεν
ϑα µποϱεί να επεκταθεί στα αντιποδικά σηµεία ως αµφιδιαφόριση.
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Αυτό που αποσκοπούµε να δούµε είναι ότι µέσω των πεδίων Jacobi µποϱούν να µελετη-
ϑούν τα εν λόγω κϱίσιµα σηµεία.

Κίνητϱο 3.1 ΄Εχουµε ήδη δει, από την Πϱόταση 2.2, ότι κάϑε πεδίο Jacobi στη σϕαίϱα
S2, που µηδενίϹεται στο p, έχει τον πϱώτο του µηδενισµό σε απόσταση ακϱιϐώς π από το
p, δηλαδή στο αντιποδικό σηµείο. Από την άλλη, εάν έχουµε U µία κανονική πεϱιοχή
του p, τότε η Πϱόταση 2.1 σε κανονικές συντεταγµένες δίνει τη σχέση J(t) = twi∂i|γ(t)
(w ̸= 0), και κατά συνέπεια το πεδίο Jacobi δεν µηδενίϹεται σε κανένα άλλο σηµείο εντός
της κανονικής πεϱιοχής.

Οϱισµός 3.1 (ΣυϹυγή σηµεία). ΄Εστω (M, g) µία πολλαπλότητα Riemann και γ :
[a, b] → M µία γεωδαισιακή µε γ(a) = p, γ(b) = q. Θα λέµε ότι τα p, q είναι συϹυγή κατά
µήκος της γ εάν υπάρχει ένα πεδίο Jacobi J ∈ J (γ)\{0} ούτως ώστε J(a) = J(b) = 0.
Η τάξη της συϹυγίας είναι η διάσταση του χώϱου αυτών των πεδίων Jacobi.

Η µελέτη των συϹυγών σηµείων δεν είναι καϑόλου τετϱιµµένη. ΄Ισως το παϱάδειγµα της
σϕαίϱας που δώσαµε στην αϱχή να είναι παϱαπλανητικό από αυτήν την άποψη. Στα
ελλειψοειδή E η κατάσταση είναι πιο πεϱίπλοκη αλλά πιο τυπική, και το σύνολο των
πϱώτων συϹυγών σηµείων από κάποιο p είναι µία κλειστή καµπύλη (που εικονίϹεται στο
παϱακάτω σχήµα). Πεϱισσότεϱες λεπτοµέϱειες σχετικά µε τα συϹυγή σηµεία µποϱούν
να ϐϱεϑούν στο [dC-RG, 1992].

3.2 Βασικά αποτελέσµατα για τα συϹυγή σηµεία

Παϱατήϱηση 3.1 • Από το ϑεώϱηµα ύπαϱξης και µοναδικότητας για τα πεδία Ja-
cobi, ο χώϱος των πεδίων που µηδενίζονται στο a είναι διάστασης n. Εφόσον τώϱα
τα εφαπτόµενα πεδία Jacobi µηδενίζονται το πολύ σε ένα σηµείο, η τάξη συϹυγίας
πϱέπει να είναι το πολύ n− 1.

• Μάλιστα η ανισότητα είναι σϕιχτή: Από την Πϱόταση 2.2, στις σϕαίϱες Sn, για κάϑε
γεωδαισιακή που ενώνει αντιποδικά σηµεία και για κάϑε παϱάλληλο διανυσµατικό
πεδίο που είναι κάϑετο κατά µήκος της γ, υπάϱχει πεδίο Jacobi που µηδενίϹεται
στα άκϱα. ΄Οµως ο χώϱος των παϱάλληλων, κάϑετων διανυσµατικών πεδίων είναι
διάστασης n− 1.
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Η παϱακάτω πϱόταση ϑα δικαιολογήσει την πϱοηγούµενη διαίσϑησή µας, δείχνοντας ότι
τα συϹυγή σηµεία σχετίϹονται πολύ στενά µε τα κϱίσιµα σηµεία της εκϑετικής.

Πϱόταση 3.1 (Τα κϱίσιµα σηµεία της εκϑετικής). ΄Εστω (M, g) µία πολλαπλότητα
Riemann, p ∈ M και v ∈ TpM . ΄Εστω γ : [0, 1] → M το τµήµα της µεγιστικής
γεωδαισιακής του v (από το p) για το οποίο γ(t) = expp(tv), κι έστω q = expp v. Το v
είναι κϱίσιµο σηµείο της expp εάν και µόνο αν τα p, q είναι συϹυγή κατά µήκος της γ.

Απόδειξη. (⇒) Εάν το v είναι κϱίσιµο σηµείο, ϑα υπάϱχει µη-µηδενικό w ∈ TvTpM ≃
TpM ούτως ώστε dv(expp)(w) = 0. Θεωϱούµε Γ τη µεταϐολή:

Γ(s, t) = expp

(
t(v + sw)

)
(από το Λήµµα 2.1) καϑώς επίσης και το πεδίο Jacobi J = ∂s=0Γ, που αποτελεί πεδίο
µεταϐολής της Γ. ΥπολογίϹοντας το J(1) παίϱνουµε:

J(1) = ∂s=0Γ(s, 1) =
∂

∂s

∣∣∣
s=0

expp(v + sw) = dv(expp)(w) = 0

πϱάγµα που µας δείχνει ότι στα άκϱα το πεδίο Jacobi J µηδενίζεται.

(⇐) Αντιστρόφως, εάν τα p, q είναι συϹυγή, υπάρχει πεδίο Jacobi J ∈ J (γ)\{0} που
µηδενίζεται στα άκϱα, δηλαδή J(0) = J(1) = 0. Από το Λήµµα 2.1, το J είναι το πεδίο
µεταϐολής της:

Γ(s, t) = expp

(
t(v + sw)

)
όπου DtJ(0) = w. Αϕού όµως J(1) = dv(expp)(w) (όπως πϱιν), έχουµε:

dv(expp)(w) = 0





ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4

Η δεύτεϱη µεταϐολή του µήκους

4.1 Λίγα λόγια για τα µεταϐολικά πϱοϐλήµατα

Πϱωτού αναφερθούµε στη δεύτεϱη µεταϐολή του συναρτησιακού του µήκους, ϑεωρούµε
χϱησιµο να γίνει µνεία στο γενικότεϱο πλαίσιο, που είναι ο λογισµός µεταϐολών. Πολλά
µαθηµατικά προβλήµατα, και ιδίως αυτά που προέρχονται από τη ϕυσική ή τις δι-
αφορικές εξισώσεις, αντιµετωπίζονται µε τεχνικές µη-γϱαµµικών συναρτησιακών.1

Παϱάδειγµα 4.1 ΓνωϱίϹουµε ήδη το πϱόϐληµα ελαχιστοποίησης του µήκους, µέσω
της µελέτης των γεωδαισιακών, το οποίο είναι στην ουσία ένα µεταϐολικό πϱόϐληµα.
∆εδοµένης οποιασδήποτε κατάλληλης µεταϐολής Γ : J × I → M , γνωϱίϹουµε ότι σε
κατάλληλα µικϱή πεϱιοχή το συναϱτησιακό του µήκους L ελαχιστοποιείται, δεδοµένων
δύο σηµείων. ∆ηλαδή το συναϱτησιακό

Lg(γ) =

∫ b

a

|γ̇(t)|g dt

ελαχιστοποιείται στην κλάση:

A = {γ : [a, b] → M | γ καµπύλη του M µε άκϱα γ(a) = p, γ(b) = q}

δεδοµένου ότι τα άκϱα p, q είναι αρκετά κοντά. ΄Αλλα αγαπηµένα προβλήµατα µεταξύ των
µαθηµατικών που ασχολούνται µε λογισµό µεταϐολών είναι τα λεγόµενα ισοπεϱιµετϱικά
προβλήµατα. ΄Ενα παϱάδειγµα ισοπεϱιµετϱικού προβλήµατος είναι το ακόλουϑο: ∆ε-
δοµένου ενός ϑετικού αριθµού µ, µποϱεί να ϐρεθεί απλή και κλειστή καµπύλη µήκους
µ, που να µεγιστοποιεί το εµβαδόν στο εσωτεϱικό της; ∆ηλαδή, το εϱώτηµα είναι εάν το
συναρτησιακό του εµβαδού:

A(γ) =

∫
int(γ)

»
det(gi,j)i,j dx ∧ dy

έχει µέγιστο στην κλάση:

A = {γ | γ απλή και κλειστή καµπύλη µε Lg(γ) = µ}

Τέλος, υπάϱχει και το (µη-παϱαµετϱικό) πϱόϐληµα του Plateau (και το γενικότεϱό του
Douglas) στο οποίο κανείς διεϱωτάται εάν, δεδοµένης συνάϱτησης γ : ∂Ω → Rn, Ω ⊆
Rm, υπάϱχει γϱάϕηµα διάστασης n που να πεϱιέχει την γ σύνοϱο και να ελαχιστοποιεί

1Η οϱολογία του µη-γϱαµµικού συναϱτησιακού ταυτίϹεται µε αυτήν του ‘‘όχι κατ’ ανάγκη γϱαµµικού’’.
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τον όγκο (ή τουλάχιστον να αποτελεί κϱίσιµο σηµείο). ∆ηλαδή, αναϹητούµε γϱαϕήµατα
f : Ω → Rn στον Rn+m που να ελαχιστοποιούν το µέτϱο Hausdorff:

H n(Gr(f)) =

∫
Ω

√
1 +

∑
|M∇f |2 dx

σε κατάλληλη κλάση A. Με M∇f συµϐολίϹουµε τις n×n υπο-οϱίϹουσες τού ∇f , και το
άϑϱοισµα υπολογίϹεται πάνω σε όλες αυτές. ΄Ενα πϱόϐληµα σχετικό µε τις ελαχιστικές
επιϕάνειες είναι η δηµιουϱγία κϱαµάτων και η µελέτη της εξίσωσης Allen-Cahn ε2∆u−
Ẇ (u) = 0, της οποίας οι λύσεις είναι οι κϱίσιµες τιµές του συναϱτησιακού της ενέϱγειας:

E(u) =

∫
M

ε
|∇u|2

2
+

W (u)

ε
dx

Η εξίσωση αυτή πεϱιγϱάϕει τον σχηµατισµό των κϱαµάτων και της διεπιϕάνειάς τους.
Καϑώς το ε γίνεται µικϱό, οι λύσεις της εξίσωσης πλησιάϹουν κάποια ελαχιστική επιϕά-
νεια.

΄Ισως από τα παραπάνω παραδείγµατα να δίνεται µία ιδέα του πόσο ϐασικά είναι τα
προβλήµατα µε τα οποία διαπραγµατεύεται ο λογισµός µεταϐολών. Αυτό που µας ενδι-
αφέρει σε πϱώτο ϐήµα, είναι να περιγράψουµε µεϱικά ϐασικά εργαλεία του, τα οποία ϑα
αντιπαραβάλλουµε έπειτα µε τα αποτελέσµατά µας στη διαφορική γεωµετϱία. Σηµειώ-
νουµε για τα επόµενα ότι όλες µας οι συναρτήσεις ανήκουν σε χώϱο µε νόϱµα.

Οϱισµός 4.1 (Παϱάγωγοι / Πϱώτες και δεύτεϱες µεταϐολές των συναϱτησιακών).
΄Εστω J : A → R ένα συναϱτησιακό. Η παϱάγωγος ή πϱώτη µεταϐολη του J στο f ,
από την κατεύϑυνση του h, οϱίϹεται:

δJ(f, h) =
d

dε

∣∣∣
ε=0

J(f + εh)

Αντίστοιχα οϱίϹεται η δεύτεϱη παϱάγωγος ή δεύτεϱη µεταϐολή:

δ2J(f, h) =
d2

dε2

∣∣∣
ε=0

J(f + εh)

Επίσης, οι κατευϑύνσεις h συχνά αναϕέϱονται κι αυτές ως µεταϐολές.

Παϱατήϱηση 4.1 ΄Εστω J : A → R ένα συναϱτησιακό. Εάν το J στο f0 έχει τοπικό
ακϱότατο, τότε:

δJ(f0, h) = 0, για κάϑε αποδεκτή µεταϐολή h

δηλαδή για κάϑε h ούτως ώστε f0 + h ∈ A. Επιπλέον, εάν υπάϱχει τοπικό ελάχιστο:

δ2J(f0, h) ⩾ 0

κι αν υπάϱχει τοπικό µέγιστο:
δ2J(f0, h) ⩽ 0
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Απόδειξη. Πϱάγµατι, η συνάϱτηση του ε, J(f0 +♢h) : R → R, ϑα πϱέπει να έχει τοπικό
ακϱότατο στο ε = 0, και κατά συνέπεια:

δJ(f0, h) =
d

dε

∣∣∣
ε=0

J(f0 + εh) = 0

Οι πεϱιπτώσεις µε τη δεύτεϱη µεταϐολή πϱοκύπτουν και πάλι από τη µονοδιάστατη
πεϱίπτωση.

Εάν κανείς ϑέλει να µελετήσει προβλήµατα σε χώϱους που είναι πολλαπλότητες Rie-
mann, εκεί δεν υπάρχει ενδεχοµένως τόσο άµεση περιγραφή της µεταϐολής, όπως
είναι οι συναρτήσεις h. Στο παϱάδειγµα µε τις καµπύλες, τι ϑα σήµαινε άϱαγε η
ποσότητα γ + εh; Αυτός είναι ο λόγος που ορίζουµε προσεκτικά τις µεταϐολές: Υπεν-
ϑυµίζουµε ότι µία (αποδεκτή) µεταϐολή της καµπύλης γ : [a, b] → M είναι µία συνεχής
µονοπαϱαµετϱική οικογένεια Γ : (−ε, ε)× [a, b] → M , Γ(s, t) = Γs(t), µε τις ιδιότητες:

• Υπάϱχει διαµέϱιση {a0 < a1 < · · · < ak} του [a, b] ούτως ώστε στα οϱϑογώνια
(−ε, ε)× [aj, aj+1] η Γ είναι οµαλή.

• H Γs : [a, b] → M είναι κατά τµήµατα κανονική και C ∞.

• ΄Εχουµε Γ0(t) = γ(t), t ∈ [a, b].

Στις µεταϐολές οϱίϹονται και τα πεδία µεταϐολών, δηλαδή τα διανυσµατικά πεδία V :
(−ε, ε)× [a, b] → TM µε V (s, t) ∈ TΓ(s,t)M . Ειδικά µας ενδιαϕέϱει το πεδίο µεταϐολής
της γ, δηλαδή το V (t) = ∂s=0Γ(s, t).
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Στο παϱαπάνω σχήµα: ΑπεικονίϹεται µία µεταϐολή και µία κανονική µεταϐολή.

Με τον παϱαπάνω οϱισµό, εάν µας ενδιαϕέϱουν οι καµπύλες, είναι λογικό η πϱώτη και
δεύτεϱη µεταϐολή ενός συναϱτησιακού να οϱιστούν ως εξής:

Οϱισµός 4.2 (Πϱώτη και δεύτεϱη µεταϐολή - γεωµετϱική εκδοχή). ΄Εστω (M, g)
µία πολλαπλότητητα Riemann, γ : I → M µία καµπύλη και Γ : (−ε, ε) × I → M µία
µεταϐολή αυτής. ΄Εστω επίσης J : A → R ένα συναϱτησιακό (σε κάποια κλάση A).
ΟϱίϹουµε την πϱώτη µεταϐολή (εννοείται στην γ) από την κατεύϑυνση της Γ:

δJ(γ,Γ) = δJ(Γ) =
d

ds

∣∣∣
s=0

J(Γs)

καϑώς επίσης και τη δεύτεϱη µεταϐολή:

δ2J(γ,Γ) = δ2J(Γ) =
d2

ds2

∣∣∣
s=0

J(Γs)

Παϱατήϱηση 4.2 ΄Εστω (M, g) µία πολλαπλότητητα Riemann, γ : [a, b] → M µία
καµπύλη, κι επίσης J : A → R ένα συναϱτησιακό (σε κάποια κλάση A). Εάν το J στη
γ έχει τοπικό ακϱότατο, τότε:

δJ(Γ) = 0

για κάϑε µεταϐολή Γ της γ. Επίσης, εάν στο γ έχουµε ελάχιστο, τότε:

δ2J(Γ) ⩾ 0

ενώ αν έχουµε µέγιστο:
δ2J(Γ) ⩽ 0

Απόδειξη. Πϱάγµατι, η συνάϱτηση του s, J(Γs) : R → R, ϑα πϱέπει να έχει τοπικό
ακϱότατο στο s = 0, και κατά συνέπεια:

δJ(Γ) =
d

ds

∣∣∣
s=0

J(Γs) = 0

Οι πεϱιπτώσεις µε τη δεύτεϱη µεταϐολή πϱοκύπτουν και πάλι από τη µονοδιάστατη
πεϱίπτωση.

Η παραπάνω σκέψη είναι απλή, αλλά πολύ σηµαντική και, εάν κανείς το ϕιλοσοφί-
σει, αρκετά ϐαθειά. Αντί κανείς να µελετήσει ένα πϱόϐληµα σε έναν ιδιόµορφο χώϱο
(συνατήσεων), µελετάει πολλά (εν γένει άπειϱα) εύκολα προβλήµατα στο R.

Κίνητϱο 4.1 Αυτό που επιδιώκουµε, κι αυτό που ϕαίνεται από τις Παρατηρήσεις
4.1, 4.2, είναι η σύνδεση των πϱώτων και δεύτεϱων µεταϐολών µε ελαχιστοποιήσεις
και µεγιστοποιήσεις συναρτησιακών, και συγκεκριµένα µας ενδιαφέρουν αποτελέσµατα
που σχετίζονται µε την ελαχιστοποίηση του µήκους. Είναι µάλιστα ήδη γνωστό, στην
πεϱίπτωση όπου η γ είναι γεωδαισιακή, ότι τοπικά έχουµε δLg(Γ) = 0 και αντιστρόφως
(οπότε η συνθήκη δLg(Γ) = 0, για κάϑε µεταϐολή, είναι ικανή και αναγκαία για την
ύπαϱξη ελαχίστου). Το αποτέλεσµα αυτό περιγράφεται ως ‘‘οι γεωδαισιακές ελαχιστοποι-
ούν τοπικά το µήκος’’. Αϱγότεϱα ϑα ϐϱούµε µία συνθήκη για την γεωδαισιακή γ, η οποία
εξασφαλίζει δ2Lg(Γ) < 0, όταν τα χωϱία υπολογισµού γίνονται πολύ µεγάλα. Κατά
συνέπεια, αυτό µας δείχνει ότι οι γεωδαισιακές σε µεγάλα χωϱία δεν ελαχιστοποιούν
κατ’ ανάγκη το µήκος.

Βέϐαια οι µεταϐολές έχουν κι άλλες εϕαϱµογές πέϱα απ’ αυτά τα ϐασικά αποτελέσµατα,
όπως είναι τα ϑεωϱήµατα Morse, Bonnet-Meyers και Synge-Weinstein.
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4.2 Ο τύπος της δεύτεϱης µεταϐολής

Θεώϱηµα 4.1 (Ο τύπος της δεύτεϱης µεταϐολής). ΄Εστω (M, g) µία πολλαπλότητα
Riemann. ΄Εστω γ : [a, b] → M µία γεωδαισιακή µοναδιαίας ταχύτητας, µε µεταϐολή
Γ : (−ε, ε) × [a, b] → M που είναι κανονική (δηλαδή Γs(a) = γ(a), Γs(b) = γ(b)).
Θεωϱούµε V το αντίστοιχο πεδίο µεταϐολών κι έχουµε:

δ2Lg(Γ) =
d2

ds2

∣∣∣
s=0

Lg(Γs) =

∫ b

a

|DtV
⊥|2 − Rm(V ⊥, γ̇, γ̇, V ⊥) dt

όπου V ⊥ είναι η κάϑετη συνηστώσα του V .

Απόδειξη. Θα συµϐολίϹουµε στην απόδειξη T = ∂tΓ, S = ∂sΓ, κι επίσης ϑεωϱούµε
{a0 < a1 < · · · < ak} διαµέϱιση όπως αυτήν στον οϱισµό των µεταϐολών. Με µία
παϱαγώγιση έχουµε:

d

ds
Lg(Γs|[aj−1,aj ]) =

∂

∂s

∫ aj

aj−1

⟨T, T ⟩1/2 dt =
∫ aj

aj−1

∂

∂s
⟨T, T ⟩1/2 dt

όπου η εναλλαγή του ολοκληϱώµατος και της παϱαγώγου γίνεται εϕόσον έχει δoϑεί
αϱκετή οµαλότητα. ΠαϱαγωγίϹοντας το εσωτεϱικό γινόµενο:∫ aj

aj−1

∂

∂s
⟨T, T ⟩1/2 dt =

∫ aj

aj−1

1

2
⟨T, T ⟩−1/22⟨DsT, T ⟩ dt

και από το Λήµµα Συµµετϱίας:∫ aj

aj−1

1

2
⟨T, T ⟩−1/22⟨DsT, T ⟩ dt =

∫ aj

aj−1

⟨DtS, T ⟩
⟨T, T ⟩1/2

dt

Την τελευταία σχέση µποϱούµε να την ξανα-παϱαγωγίσουµε, πϱοκειµένου να πάϱουµε
τη δεύτεϱη µεταϐολή.

d2

ds2
Lg(Γs|[aj−1,aj ]) =

∫ aj

aj−1

∂

∂s

⟨DtS, T ⟩
⟨T, T ⟩1/2

dt

=

∫ aj

aj−1

⟨DsDtS, T ⟩
⟨T, T ⟩1/2

+
⟨DtS,DsT ⟩
⟨T, T ⟩1/2

− ⟨DtS, T ⟩⟨DsT, T ⟩
⟨T, T ⟩3/2

dt

(πάλι κάνουµε εναλλαγή της παραγώγου µε το ολοκλήρωµα). Στον πϱώτο όϱο του αρ-
ϑοίσµατος µποϱούµε να χρησιµοποιήσουµε τη σχέση DsDtS −DtDsS = R(∂sΓ, ∂tΓ)S,
και στους άλλους δύο το Λήµµα Συµµετρίας. ΄Επεται τότε:

[...] =
∫ aj

aj−1

⟨DtDsS +R(S, T )S, T ⟩
⟨T, T ⟩1/2

+
⟨DtS,DtS⟩
⟨T, T ⟩1/2

− ⟨DtS, T ⟩2

⟨T, T ⟩3/2
dt

κι οπότε εάν s = 0, ⟨T, T ⟩ = 1:

d2

ds2

∣∣∣
s=0

Lg(Γs|[aj−1,j ]) =

ñ∫ aj

aj−1

⟨DtDsS, T ⟩ − Rm(S, T, T, S) + |DtS|2 − ⟨DtS, T ⟩2 dt
∣∣∣∣∣
s=0
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΄Οµως στο s = 0 έχουµε DtT = Dtγ̇ = 0, αϕού η γ είναι γεωδαισιακή, πϱάγµα που µας
επιτϱέπει να γϱάψουµε τα αϑϱοίσµατα των πϱώτων όϱων ως εξής:

k∑
j=0

ñ∫ aj

aj−1

⟨DtDsS, T ⟩ dt
∣∣∣∣∣
s=0

=
k∑

j=0

ñ∫ aj

aj−1

d

dt
⟨DsS, T ⟩ dt

∣∣∣∣∣
s=0

=
k∑

j=0

î
[⟨DsS, T ⟩|ajaj−1

∣∣∣
s=0

= 0

όπου η τελευταία ισότητα δικαιολογείται από το γεγονός Ds=0S = Ds=0∂sΓ = 0 στα
a0 = a, ak = b (αϕού στα άκϱα δεν υπάϱχει µεταϐολή, λόγω της κανονικότητας της Γ).
Ο πϱώτος λοιπόν όϱος εξαλείϕεται και παίϱνουµε την απλούστεϱη σχέση:

d2

ds2

∣∣∣
s=0

Lg(Γs) =
k∑

j=0

ñ∫ aj

aj−1

−Rm(S, T, T, S) + |DtS|2 − ⟨DtS, T ⟩2 dt
∣∣∣∣∣
s=0

=

∫ b

a

−Rm(V, γ̇, γ̇, V ) + |DtV |2 − ⟨DtV, γ̇⟩2 dt

Αυτοί είναι στην ουσία οι ϐασικοί υπολογισµοί. Mένει κανείς να γϱάψει V = V ⊥ + V ⊤,
όπου V ⊤ = ⟨V, γ̇⟩γ̇. Τότε:

(DtV )⊤ = ⟨DtV, γ̇⟩γ̇ = Dt⟨V, γ̇⟩γ̇ = DtV
⊤, αϕού Dtγ̇ = 0

(κι αντίστοιχα (DtV )⊥ = DtV
⊥), κι άϱα:

|DtV |2 = |(DtV )⊤|2 + |(DtV )⊥|2 = ⟨DtV, γ̇⟩2 + |DtV
⊥|2

Ο πρώτος όϱος στην τελευταία ισότητα ϑα διώξει τον αντίστοιχο όϱο στον τύπο της
δεύτεϱης µεταϐολής, που έχουµε ήδη ϐϱει. Ο δεύτερος όϱος είναι ένας από τους επι-
ϑυµητούς. Τέλος, όσον αϕοϱά τον όϱο Rm(V, γ̇, γ̇, V ), από τη συµµετρία:

Rm(γ̇, γ̇,♢,♢) = Rm(♢,♢, γ̇, γ̇) = 0

από την πϱώτη ταυτότητα του Bianchi και από το γεγονός ότι το V ⊤ είναι παϱάλληλο,
έπεται µε κάµποσους υπολογισµούς:

Rm(V, γ̇, γ̇, V ) = Rm(V ⊥, γ̇, γ̇, V ⊥)

(δοκιµάστε να το δείξετε). ΣυνδιάϹοντας όλα τα παϱαπάνω, παίϱνουµε τον τύπο της
δεύτεϱης µεταϐολής δ2Lg(Γ).

δ2Lg(Γ) =
d2

ds2

∣∣∣
s=0

Lg(Γs) =

∫ b

a

|DtV
⊥|2 − Rm(V ⊥, γ̇, γ̇, V ⊥) dt

Είναι σαϕές από τον τύπο της δεύτεϱης µεταϐολής ότι αυτό που παίϹει ουσιαστικό ϱόλο
είναι η κάθετη συνηστώσα του πεδίου µεταϐολών. Αυτό ϑα πϱέπει να είναι διαισθητικά
εµφανές, αϕού µία παϱάλληλη µεταϐολή συνεισφέρει µόνο στις αναπαραµετρήσεις της
γ. Από εδώ και στο εξής, δεν χρειάζεται να ασχολούµαστε µε γενικά πεδία µεταϐολών,
αλλά µε κάθετα πεδία µεταϐολών. Περιορίζουµε τη µελέτη µας στα κάθετα πεδία
µεταϐολών, δηλαδή στα πεδία V της γ για τα οποία V = V ⊥.

Το Θεώϱηµα 4.1 οδηγεί ϕυσιολογικά στον οϱισµό του δείκτη της γ.
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Οϱισµός 4.3 (Ο δείκτης). ΄Εστω (M, g) µία πολλαπλότητα Riemann και γ : [a, b] →
M µία γεωδαισιακή µοναδιαίας ταχύτητας. Θεωϱούµε V,W ∈ X (γ) κι οϱίϹουµε τον
δείκτη της γ:

I(V,W ) =

∫ b

a

⟨DtV,DtW ⟩ − Rm(V, γ̇, γ̇,W ) dt

Το Θεώϱηµα 4.1, σε συνδυασµό µε τις ιδιότητες της δεύτεϱης µεταϐολής στην Παϱατήϱη-
ση 4.2, έχει ως συνέπεια την ακόλουϑη παϱατήϱηση.

Παϱατήϱηση 4.3 ΄Εστω (M, g) µία πολλαπλότητα Riemann και γ : [a, b] → M µία
γεωδαισιακή µοναδιαίας ταχύτητας. Εάν Γ είναι κανονική µεταϐολή και V το αντίστοιχο
πεδίο µεταϐολών, τότε η ιδιότητα της ελαχιστοποίησης στην γ συνεπάγεται την:

I(V, V ) ⩾ 0

Αυτό είναι το αντίστοιχο αποτέλεσµα στα γενικά συναρτησιακά, στα οποία όταν το J :
A → R ελαχιστοποιείται, τότε δ2J(Γ) ⩾ 0.

Ο τύπος του I στα πεδία Jacobi µποϱεί να λάϐει µία συγκεκριµένη, απλοποιηµένη
µοϱϕή, η οποία δίνεται στην ουσία από την ακόλουϑη πρόταση.

Πϱόταση 4.1. ΄Εστω (M, g) µία πολλαπλότητα Riemann και γ : [a, b] → M µία
γεωδαισιακή. Για κάϑε V,W κατά τµήµατα οµαλά διανυσµατικά πεδία της γ:

I(V,W ) = −
∫ b

a

⟨D2
tV +R(V, γ̇)γ̇,W ⟩ dt+ [⟨DtV,W ⟩|ba −

k−1∑
j=1

⟨∆jDtV,W (aj)⟩

Με {a0 < a1 < · · · < ak} συµϐολίϹουµε µία διαµέϱιση στα διαστήµατα της οποίας τα
V,W γίνονται οµαλά. Επίσης, ∆j είναι ο τελεστής της διαϕοϱάς Dt=a+j

V −Dt=a−j
V .

Απόδειξη. Θα δουλέψουµε στα υποδιαστήµατα [aj−1, aj]. ΠαϱαγωγίϹοντας την ποσότητα
⟨DtV,W ⟩, έχουµε:

d

dt
⟨DtV,W ⟩ = ⟨D2

tV,W ⟩+ ⟨DtV,DtW ⟩

κι οπότε µε ολοκλήϱωση του τελευταίου όϱου:∫ aj

aj−1

⟨DtV,DtW ⟩ dt = −
∫ aj

aj−1

⟨D2
tV,W ⟩ dt+ [⟨DtV,W ⟩|ajaj−1

ΑϑϱοίϹοντας τα παϱαπάνω κι αϕαιϱώντας την ποσότητα
∫ b

a
Rm(V, γ̇, γ̇, V ) dt, έχουµε τη

Ϲητούµενη σχέση.

Συνέπεια της πϱοηγούµενης πϱότασης είναι η επόµενη παϱατήϱηση.

Παϱατήϱηση 4.4 ΄Εστω (M, g) µία πολλαπλότητα Riemann. Εάν η γ είναι γεωδαισι-
ακή και V είναι ένα κανονικό, κατά τµήµατα οµαλό διανυσµατικό πεδίο στην γ, τότε
I(V,W ) = 0 για όλα τα κανονικά, κατά τµήµατα οµαλά διανυσµατικά πεδία W στην γ,
εάν και µόνο αν το V είναι πεδίο Jacobi.
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Απόδειξη. Η µία κατεύϑυνση είναι άµεση, και συγκεκριµένα υπό την υπόθεση των
πεδίων Jacobi. Τα πεδία Jacobi είδαµε ότι αποτελούν λύση µίας γραµµικής διαφορικής
εξίσωσης, οπότε το ϑεώϱηµα της ύπαϱξης των λύσεων δίνει, µεταξύ άλλων, και οµα-
λότητα. Για την άλλη κατεύϑυνση, η απόδειξη παϱουσιάϹει σηµαντικές οµοιότητες µε
αυτήν κατά την οποία οι ελαχιστικές επιϕάνειες είναι γεωδαισιακές. Θα είµαστε λοιπόν
συνοπτικοί.

Σε τυχόν διάστηµα της µορφής [aj−1, aj], ϑεωρούµε µία συνάϱτηση επάρµατος (bump
function), καθώς επίσης και το κανονικό πεδίο W = φ(t)⟨D2

tV +R(V, γ̇)γ̇,W ⟩. Εφόσον
η φ είναι συνάϱτηση επάρµατος, από την Πρόταση 4.1 έπεται:

0 = I(V,W ) = −
∫ aj

aj−1

φ(t)|D2
tV +R(V, γ̇)γ̇|2 dt

Μάλιστα το παϱαπάνω ισχύει για κάϑε φ ∈ C ∞
c ([aj−1, aj]), πϱάγµα που µας δείχνει ότι:

D2
tV +R(V, γ̇)γ̇ = 0 στο [aj−1, aj]

δηλαδή το πεδίο V είναι κατά τµήµατα Jacobi. Μένει µόνο να δείξουµε ότι στα συνδετικά
σηµεία aj δεν υπάϱχουν ‘‘γωνίες’’. Επιλέγουµε λοιπόν πεδίο W µε:

W (aj) = Dt=a+j
V −Dt=a−j

V, j ∈ {1, · · · , k − 1}, W (a) = W (b) = 0

και ξανά από την Πϱόταση 4.1, σε συνδυασµό µε την ιδιότητα του κατά τµήµατος Jacobi:

0 = I(V,W ) = −
k−1∑
j=1

|∆jDtV |2, δηλαδή ∆jDtV = 0 για κάϑε j

Το τελευταίο εξασφαλίζει την ανυπαρξία γωνιών, και κατά συνέπεια το Ϲητούµενο (ϑυµη-
ϑείτε επίσης τη µοναδικότητα των πεδίων Jacobi).

4.3 Η δεύτεϱη µεταϐολή της ενέϱγειας

Μία άλλη διατύπωση των πϱοηγούµενων αποτελεσµάτων, που είναι σε οϱισµένα σηµεία
ϐολικότεϱη, είναι αυτή που εµπλέκει την ενέϱγεια. Στο [dC-RG, 1992], για παϱάδειγµα,
ακολουϑείται πεϱιγϱαϕή των αποτελεσµάτων µεταϐολής χϱησιµοποιώντας εξολοκλήϱου
την ενέϱγεια.

Οϱισµός 4.4 (Η κινητική ενέϱγεια). ΄Εστω (M, g) µία πολλαπλότητα Riemann, γ :
[a, b] → M µία καµπύλη και Γ : (−ε, ε) × [a, b] → M µία µεταϐολή αυτής. ΟϱίϹουµε
την κινητική ενέϱγεια από την s−µεταϐολή της γ ως εξής:

E(s) =

∫ b

a

|∂tΓ(s, t)|2 dt

∆εν είναι δύσκολο κανείς να δείξει ότι, εάν η γ είναι γεωδαισιακή, για κάϑε κανον-
ική µεταϐολή Γ έχουµε E(γ) ⩽ E(s). Ακολουθώντας επίσης την απόδειξη της πϱώτης
µεταϐολής του µήκους, µποϱεί να δειχθεί ότι υπάρχει ανάλογος τύπος για την πϱώτη
µεταϐολή της ενέϱγειας. Βέϐαια εµάς εδώ ϑα µας απασχολήσει µονάχα η δεύτεϱη
µεταϐολή της ενέϱγειας.

ΣυνδυάϹοντας τις αποδείξεις του Θεωρήµατος 4.1 και της Πρότασης 4.1, µποϱούµε να
πάϱουµε το ακόλουϑο ϑεώϱηµα:
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Θεώϱηµα 4.2 (Η δεύτεϱη µεταϐολή της ενέϱγειας). ΄Εστω (M, g) µία πολλαπλότητα
Riemann, γ : [a, b] → M µία γεωδαισιακή και Γ : (−ε, ε) × [a, b] → M µία κανονική
µεταϐολή. Τότε:

1

2
Ë(0) = −

∫ b

a

⟨D2
tV +R(V, γ̇)γ̇, V ⟩ dt−

k−1∑
j=1

⟨∆jDtV, V (aj)⟩

Με V συµϐολίϹουµε το πεδίο µεταϐολής της Γ και µε {a0 < a1 < · · · < ak} τη διαµέϱιση
στα διαστήµατα της οποίας το V γίνεται οµαλό.

4.4 Αδυναµία ελαχιστοποίησης πέϱα από συϹυγή ση-
µεία

ΓνωϱίϹουµε ότι, τοπικά, οι γεωδαισιακές είναι ελαχιστοποιούσες καµπύλες του µήκους.
Ολικά όµως, όπως ϕαίνεται από το παϱάδειγµα της σϕαίϱας ή του κυλίνδρου, οι γεω-
δαισιακές δεν ελαχιστοποιούν το µήκος σε οσοδήποτε µεγάλο χωϱίο.

Κίνητϱο 4.2 Μας ενδιαϕέϱει να διεϱευνίσουµε πόσο µεγάλο πϱέπει να είναι αυτό το
χωϱίο ούτως ώστε η γεωδαισιακή να παύει να είναι πλέον ελαχιστοποιούσα. Λαµϐάνοντας
υπόψη την δ2Lg(Γ) ⩾ 0 όταν υϕίσταται ελαχιστοποίηση του Lg, ενδεχοµένως ϑα µας
ενδιέϕεϱε να ϐϱούµε συνϑήκες υπό τις οποίες δ2Lg(Γ) < 0. Επίσης, δεδοµένου ότι
τα κϱίσιµα σηµεία του dv(expp) σχετίϹονται µε τα συϹυγή σηµεία του p, αναµένουµε η
συϹυγία κι αυτή να παίξει ϱόλο.

Οϱισµός 4.5 (ΣυϹυγή σηµεία καµπυλών). ΄Εστω (M, g) µία πολλαπλότητα Riemann
και γ : [a, c] → M µία γεωδαισιακή. Λέµε ότι η γ έχει συϹυγές σηµείο εάν υπάϱχει
b ∈ (a, c] ούτως ώστε τα γ(a), γ(b) να είναι συϹυγή. Το συϹυγές σηµείο ϑα λέγεται
εσωτεϱικό εάν b ∈ (a, c).

Η γεωµετϱική εποπτεία που έχει κανείς είναι η εξής: ΄Εστω ότι στη σϕαίϱα S2 παίϱνουµε
γεωδαισιακές που πεϱνούν πέϱα από αντιποδικά σηµεία (έστω p = γ(a) και q αυτά τα
αντιποδικά σηµεία). Τότε µεταξύ των p, q υπάϱχει (για παϱάδειγµα από την Πϱόταση 1.1)
ολόκληϱη µεταϐολή µέσω γεωδαισιακών της γ (που εν πϱοκειµένω είναι τα ηµικύκλια
µεταξύ των αντιποδικών σηµείων). ∆ιαλέγουµε ένα (διαϕοϱετικό του τµήµατος της γ)
ηµικύκλιο C, και παϱατηϱούµε ότι η καµπύλη C µαϹί µε το τελικό τµήµα της γ αποτελεί
κατά τµήµατα γεωδαισιακή, µε µήκος όσο της γ. Στο σηµείο q υπάϱχει γωνία, οπότε
µε τα γνωστά επιχειϱήµατα εξοµάλυνσης των γωνιών των γεωδασιακών, µποϱούµε να
πάϱουµε µία καινούϱια καµπύλη µικϱότεϱου µήκους, που συνδέει τα άκϱα της γ.
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Το παϱακάτω ϑεώϱηµα εξασφαλίζει, στην ουσία, µία συνθήκη υπό την οποία οι γεω-
δαισιακές δεν ελαχιστοποιούν το µήκος.

Θεώϱηµα 4.3. ΄Εστω (M, g) µία πολλαπλότητα Riemann και p, q ∈ M . Εάν η γ είναι
γεωδαισιακή µεταξύ των p, q, µε εσωτεϱικό συϹυγές σηµείο, τότε υπάϱχει κανονικό πεδίο
V ∈ X (γ) µε I(V, V ) < 0. ∆ηλαδή δ2Lg < 0 (για κατάλληλη µεταϐολή).

Απόδειξη. Θεωϱούµε τη γεωδαισιακή γ : [a, c] → M µε γ(a) = p, γ(b) = q, κι επίσης
εσωτεϱικό συϹυγές σηµείο γ(b), b ∈ (a, c). Εϕόσον τα γ(a), γ(b) είναι συϹυγή, µποϱεί να
ϐϱεϑεί πεδίο Jacobi που µηδενίϹεται στα a, b, έστω J . ΟϱίϹουµε τώϱα:

Y (t) =

®
J(t), t ∈ [a, b]

0, t ∈ [b, c]

και παϱατηϱούµε ότι αυτό είναι ένα κανονικό και κατά τµήµατα οµαλό διανυσµατικό
πεδίο κατά µήκος της γ. Στο t = b ενδέχεται να υπάϱχει ‘‘γωνία’’, και γι’ αυτόν τον λόγο
οϱίϹουµε επίσης W οµαλό διανυσµατικό πεδίο της γ µε:

W (b) = ∆t=bDtY και συµπαγή ϕοϱέα

Για την ακϱίϐεια πάντοτε υπάϱχει ασυνέχεια της παϱαγώγου, αϕού αν 0 = ∆t=bDtY =
−Dt=bJ , τότε το J ϑα ήταν από µοναδικότητα παντού µηδενικό. Επίσης, για µικϱό ε > 0
οϱίϹουµε Vε = Y + εW κι έχουµε:

I(Vε, Vε) = I(Y + εW, Y + εW ) = I(Y, Y ) + 2εI(Y,W ) + ε2I(W,W )

To Y ικανοποιεί την εξίσωση του Jacobi στα [a, b], [b, c] µε Y (b) = 0, κι οπότε από την
Πϱόταση 4.1:

I(Y, Y ) = −⟨∆t=bDtY, Y (b)⟩ = 0

Αντίστοιχα, υπολογίϹουµε το I(Y,W ).

I(Y,W ) = −⟨∆t=bDtY,W (b)⟩ = −|W (b)|2

Από τα παϱαπάνω παίϱνουµε τελικά ότι:

I(Vε, Vε) = −2ε|W (b)|2 + ε2I(W,W ) = O(−ε)

κι οπότε για ε = ε0 αϱκετά µικϱό, έχουµε I(Vε0 , Vε0) < 0. Επιλέγουµε λοιπόν V =
Vε0.
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Μποϱούµε να δείξουµε και ένα αποτέλεσµα που µοιάϹει να είναι κάποιας µορφής αν-
τίστροφο του προηγούµενου. Μποϱούµε δηλαδή να δείξουµε ότι, εάν δεν υπάρχουν
συϹυγή σηµεία, η καµπύλη γ αποτελεί ελαχιστοποιούσα σε κοντινές κανονικές µεταϐολές.

Λήµµα 4.1 ΄Εστω (M, g) µία πολλαπλότητα Riemann και γ : [a, b] → M µία γεωδαισι-
ακή. Εάν J1, J2 ∈ J (γ), τότε η ποσότητα f(t) = ⟨DtJ1, J2⟩(t) − ⟨J1, DtJ2⟩(t) είναι
σταθερή.

Απόδειξη. Είναι ϑέµα υπολογισµών, παϱαγωγίϹοντας την f .

Θεώϱηµα 4.4. ΄Εστω (M, g) µία πολλαπλότητα Riemann και γ : [a, b] → M µία
γεωδαισιακή χωϱίς εσωτεϱικά συϹυγή σηµεία. Εάν V είναι οποιοδήποτε κανονικό,
κατά τµήµατα οµαλό διανυσµατικό πεδίο κατά µήκος της γ, τότε I(V, V ) ⩾ 0. Η
ισότητα συµϐαίνει εάν και µόνο αν το V είναι πεδίο Jacobi. ∆ηλαδή, εάν το γ(b) δεν
είναι συϹυγές του γ(a), τότε I(V, V ) > 0.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι εκτενής, και ϑα γίνει συνοπτικά, σε ϐήµατα.

• Θεωϱούµε χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας ότι a = 0. Επίσης, οϱίϹουµε p = γ(0) και
ϑεωϱούµε {w1, · · · , wn} µία οϱϑοκανονική ϐάση του TpM , µε w1 = γ̇(0). Για κάϑε
i ⩾ 2, συµϐολίϹουµε µε Ji το πεδίο Jacobi µε Ji(0) = 0, Dt=0Ji = wi.

• Εϕόσον η γ δεν έχει συϹυγή σηµεία, κανένας γραµµικός συνδυασµός των Ji δεν
µηδενίζεται. ∆ηλαδή (για παϱάδειγµα µε επιχειρήµατα διαστάσεων), τα Ji παρά-
γουν για κάϑε t τον T⊥

γ′(t)Tγ(t)M . Εάν λοιπόν το V είναι όπως στη διατύπωση του
ϑεωρήµατος:

V (t) = ui(t)Ji(t)

για οµαλές συναϱτήσεις ui : (0, b) → M .

• Σε κανονικές συντεταγµένες, από τη µοϱϕή των πεδίων Jacobi που µηδενίϹονται
σε σηµείο, µποϱούµε να γϱάψουµε:

Ji(t) = t
∂

∂xi

∣∣∣
γ(t)

και V (t) = tui(t)
∂

∂xi

∣∣∣
γ(t)

Με αυτή τη µοϱϕή κανείς µποϱεί να δείξει ότι οι ui επεκτείνονται οµαλά στο [0, b]
(αυτό το παϱαλείπουµε).

• ΟϱίϹουµε:
X = uiDtJi και Y = u̇iJi

και παϱατηϱούµε ότι DtV = X + Y , στα διαστήµατα στα οποία η V είναι οµαλή.
΄Εστω για τον συµϐολισµό ότι {a0 < a1 < · · · < ak} είναι η αντίστοιχη διαµέϱιση.

• Αποσκοπούµε να δείξουµε ότι:

|DtV |2 − Rm(V, γ̇, γ̇, V ) =
d

dt
⟨V,X⟩+ |Y |2

Ξεκινούµε παϱαγωγίϹοντας το ⟨V,X⟩.

d

dx
⟨V,X⟩ = ⟨DtV,X⟩+ ⟨V,DtX⟩ = ⟨X + Y, Y ⟩+ ⟨V,DtX⟩



34 Κεϕάλαιο 4. Η δεύτεϱη µεταϐολή του µήκους

Από την εξίσωση του Jacobi µποϱεί να δειχϑεί ότι:

DtX = u̇iDtJi − R(V, γ̇)γ̇

κι άϱα:

⟨DtX, V ⟩ = ⟨u̇iDtJi, u
λJλ⟩ − Rm(V, γ̇)γ̇ (4.1)

΄Οµως στο t = 0 έχουµε ⟨DtJi, Jλ⟩ − ⟨Ji, DtJλ⟩ = 0, κι άϱα, από το Λήµµα 4.1,
⟨DtJi, Jλ⟩ = ⟨Ji, DtJλ⟩. Αυτό στον πϱώτο όϱο της (4.1) δίνει:

⟨u̇iDtJi, u
λJλ⟩ = u̇iuλ⟨DtJi, Jλ⟩ = ⟨u̇iJi, u

λDtJλ⟩ = ⟨Y,X⟩

Με αντικατάσταση του παϱαπάνω στην (4.1), κι έπειτα στον τύπο της παϱαγώγου
στην αϱχή του ϐήµατος, έχουµε τη Ϲητούµενη σχέση.

• ΥπολογίϹουµε:

I(V, V ) =
k∑

j=1

∫ aj

aj−1

|DtV |2 − Rm(V, γ̇, γ̇, V ) dt

=
k∑

j=1

[⟨V,X⟩|ajaj−1
+

∫ b

0

|Y |2 dt

=

∫ b

0

|Y |2 dt

αϕού τα V,X είναι συνεχή. ΄Επεται ότι I(V, V ) ⩾ 0.

• Εάν I(V, V ) = 0, τότε αναγκαστικά u̇i ≡ 0, δηλαδή τα ui είναι σταϑεϱά. Εϕόσον
λοιπόν το V είναι R−γϱαµµικός συνδυασµός πεδίων Jacobi, το ίδιο είναι πεδίο
Jacobi.

Πολύ γενικότεϱο ϑεώϱηµα είναι αυτό του δείκτη του Morse, το οποίο µποϱεί να ϐϱεϑεί
στο [dC-RG, 1992]. Το ϑεώϱηµα του δείκτη του Morse δικαιολογεί την οϱολογία του
‘‘δείκτη’’ στον οϱισµό του I, κι έχει σηµασία τουλάχιστον να αναϕεϱϑούµε σε αυτό. Η
διατύπωση του ϑεωϱήµατος έχει ως εξής:

Θεώϱηµα 4.5 (Το ϑεώϱηµα του δείκτη του Morse). ΄Εστω (M, g) µία πολλαπλότητα
Riemann και γ : [a, b] → M µία γεωδαισιακή. ΣυµϐολίϹουµε µε I τη µέγιστη διάσταση
των υποχώϱων των κανονικών διανυσµατικών πεδίων της γ, για τους οποίους ο δείκτης
I είναι αϱνητικά οϱισµένος. Το I ισούται µε το πλήϑος των συϹυγών σηµείων της γ στο
(a, b), λαµϐάνοντας υπόψη την τάξη.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5

Σηµεία αποκοπής

5.1 Χϱόνοι και τόποι αποκοπής

Σε αυτό το κεϕάλαιο ϑα µελετήσουµε πεϱισσότεϱο τα συϹυγή σηµεία και την ιδιότητα
αµϕιδιαϕόϱισης της expp.

Κίνητϱο 5.1 Εάν υποθέσουµε ότι έχουµε µία καµπύλη γ : [a, b] → M που είναι γεω-
δαισιακή µοναδιαίας ταχύτητας, υπάρχουν δύο ενδεχόµενα: Είτε η γεωδαισιακή ϑα είναι
ελαχιστοποιούσα παντού, είτε (το πιο σύνηθες) από ένα σηµείο κι έπειτα ϑα παύει να εί-
ναι ελαχιστοποιούσα (για παϱάδειγµα, αυτό ϑα συνέϐαινε εάν η γ περνούσε από κάποιο
συϹυγές σηµείο). Λόγω συνέχειας, ο περιορισµός της γ που αποτελεί ελαχιστοποιούσα
συνάϱτηση του µήκους, έχει πεδίο ορισµού [a, t0) ή [a,∞). Μάλιστα, λόγω της µοναδι-
αίας ταχύτητας, ο αριθµός t ∈ {t0 − a,∞} αποτελεί τον χϱόνο έως ότου ένα κινούµενο
σηµείο κατά µήκος της γ πάψει να κινείται σε ελαχιστοποιούσα του µήκους.

ΥπενϑυµίϹουµε ότι χϱησιµοποιείται ο συµϐολισµός γv για τη µεγιστική γεωδαισιακή
καµπύλη που ξεκινά από σηµείο p κι έχει ταχύτητα v στην αϕετηϱία. Θα ϑεωϱούµε
επίσης, για ευκολία, το πεδίο οϱισµού [0, b].

Οϱισµός 5.1 (Χϱόνος και τόπος αποκοπής). ΄Εστω (M, g) µία πλήϱης και συνεκτική
πολλαπλότητα Riemann, και p ∈ M , v ∈ TpM , ΟϱίϹουµε τον χϱόνο αποκοπής:

tcut(p, v) = sup{b > 0 | η γv|[0,b] είναι ελαχιστοποιούσα}

ΟϱίϹουµε επίσης τον τόπο αποκοπής:

Cut(p) = {q ∈ M | ∃γv µε γv(tcut(p, v)) = q}

του οποίου τα στοιχεία ϑα λέµε σηµεία αποκοπής.

Πϱόταση 5.1. ΄Εστω (M, g) µία πλήϱης και συνεκτική πολλαπλότητα Riemann, p ∈
M και µοναδιαίο v ∈ TpM . ΣυµϐολίϹουµε tcut = tcut(p, v) κι έχουµε τα εξής:

(α) Εάν 0 < b < tcut, τότε η γv|[0,b] δεν έχει κανένα συϹυγές σηµείο και είναι η
µοναδική ελαχιστοποιούσα καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας.

(ϐ) Εάν tcut < ∞, τότε η γv|[0,tcut] είναι ελαχιστοποιούσα και: i) το γv(tcut) είναι
συϹυγές του p ή/και ii) υπάρχουν τουλάχιστον δύο ελαχιστοποιούσες γεωδαισι-
ακές µοναδιαίας ταχύτητας από το p στο γv(tcut).
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Απόδειξη. Για το (α): ΄Εστω 0 < b < tcut. Εξ ορισµού του tcut, ϐρίσκουµε 0 < b < c < tcut
ούτως ώστε η γv|[0,c] να είναι ελαχιστοποιούσα, και παϱατηϱούµε ότι από το Θεώϱηµα
4.3 το γv(t) δεν είναι συϹυγές σηµείο για κανένα 0 < t ⩽ b. Σηµειώνουµε ότι η γv|[0,b]
είναι ελαχιστοποιούσα, αϕού η γv|[0,c] είναι (γιατί;). Η γv|[0,b] είναι επίσης µοναδική.
Εάν δεν ήταν (και υπήρχε ακόµη µία, η γ), τότε από τη µοναδικότητα των γεωδαισι-
ακών, γ̇(b) ̸= γ̇v(b). ∆ηλαδή η καµπύλη ζ που στο [0, b] είναι η γ και στο [b, c] η γv
είναι ελαχιστοποιούσα, κατά τµήµατα γεωδαισιακή, µε γωνία. Αυτό σηµαίνει -κατά τα
γνωστά- ότι µποϱεί να οµαλοποιηθεί στη γωνία της και να αποκτήσει µικϱότεϱο µήκος,
πϱάγµα άτοπο.

Για το (ϐ): Υποθέτουµε ότι tcut < ∞, κι επιλέγουµε ακολουθία {bj}∞j=1 µε bj ↗ tcut,
µε τις γv|[0,bj ] να είναι ελαχιστοποιούσες. Παϱατηϱούµε, λόγω συνέχειας, ότι:

dg(p, γv(tcut)) = lim
j→∞

dg(p, γv(bj)) = lim
j→∞

bj = tcut

πϱάγµα που υποδεικνύει ότι η γv είναι ελαχιστοποιούσα στο [0, tcut]. ΄Εστω τώϱα ότι το
γv(tcut) δεν είναι συϹυγές του p. Θα δούµε ότι αναγκαστικά υπάϱχουν δύο ελαχιστοποι-
ούσες γεωδαισιακές µοναδιαίας ταχύτητας από το p στο γv(tcut), κι οπότε ϑα έχουµε
αποδείξει την πϱόταση. ∆ιαλέγουµε λοιπόν ακολουϑία {bj}∞j=1 µε bj ↗ tcut, κι από
τον οϱισµό του tcut, καµία από τις γv|[0,bj ] δεν είναι ελαχιστοποιούσα. Οπότε, από το
Θεώϱηµα Hopf-Rinow, µποϱούµε να ϐϱούµε ελαχιστοποιούσα γεωδαισιακή µοναδιαίας
ταχύτητας γj : [0, aj] → M µεταξύ των p, γv(bj), µε aj < bj. ΟϱίϹουµε τώϱα τα µοναδιαία
διανύσµατα wi = γ̇j(0), και από τη συµπάγεια της σϕαίϱας, υπάϱχει υπακολουϑία
αυτών που συγκλίνει. Χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας, και για ευκολία, υποϑέτουµε ότι η
ίδια συγκλίνει στο w. Αναλόγως, λόγω του ότι η {aj}∞j=1 είναι ϕϱαγµένη, µποϱούµε να
υποϑέσουµε χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας ότι η aj συγκλίνει στο a. Τότε:

γv(bj) = γj(aj) = expp(ajwj) → expp(aw)

και:
tcut = dg(p, γv(tcut)) = lim

j→∞
dg(p, γj(aj)) = lim

j→∞
aj = a

οπότε η γ(t) = expp(tw) στο [0, tcut] είναι κι αυτή ελαχιστοποιούσα γεωδαισιακή µοναδι-
αίας ταχύτητας. Πϱέπει να δείξουµε ότι οι γv, γ δεν ταυτίζονται. Εφόσον το γv(tcut) δεν
είναι συϹυγές σηµείο, από την Πρόταση 3.1 το tcutv είναι κανονικό σηµείο της expp, κι
άϱα η expp αντιστρέφεται τοπικά. Επειδή expp(ajwj) = exp(bjv), καθώς τα bjv πλησιά-
Ϲουν το tcutv (λόγω του 1−1) τα ajwj ϑα πϱέπει να διατηϱούν κάποια απόσταση, µακϱυά
από τον τόπο στον οποίο η expp αντιστρέφεται. ∆ηλαδή, µε όϱια, tcutv ̸= aw, κι άϱα οι
γv, γ δεν ταυτίζονται.

Θα διατυπώσουµε επίσης το παϱακάτω ϑεώϱηµα, το οποίο δεν ϑα αποδείξουµε. Παρα-
πέµπουµε τον αναγνώστη στο [Lee-RG, 2018].

Θεώϱηµα 5.1 (Η συνέχεια των χϱόνων αποκοπής). ΄Εστω (M, g) µία πλήϱης και
συνεκτική πολλαπλότητα Riemann. Η συνάϱτηση tcut : UTM → (0,∞] στην µοναδι-
αία εφαπτόµενη δέσµη UTM = {(p, v) ∈ TM | |v|g = 1} είναι συνεχής.
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5.2 Ο τόπος αντιστϱοϕής

Κίνητϱο 5.2 Η διαίσϑησή µας, σε συνδυασµό µε την Πϱόταση 5.1, υποδεικνύει ότι οι
γεωδαισιακές δεν συµπεϱιϕέϱονται καλά κοντά στους χϱόνους αποκοπής. Οπότε, για
την µελέτη της εκϑετικής ϑα είναι πιϑανότητα χϱήσιµο να µελετήσουµε τις γεωδαισιακές
µακϱυά απ’ αυτούς. Αυτό µας οδηγεί στον οϱισµό του τόπου αντιστϱοϕής.

Οϱισµός 5.2 (Τόπος αντιστροφής και εφαπτόµενος τόπος αποκοπής). ΄Εστω (M, g)
µία πλήϱης και συνεκτική πολλαπλότητα Riemann. Ορίζουµε τον τόπο αντιστροφής
του p ως εξής:

ID(p) = {v ∈ TpM | |v| < tcut(p, v/|v|)}
Επίσης οϱίσουµε το σύνοϱο αυτού του χώϱου, ως τον εϕαπτόµενο τόπο αποκοπής:

TCL(p) = ∂ID(p) = {v ∈ TpM | |v| = tcut(p, v/|v|)}

Θεώϱηµα 5.2. ΄Εστω (M, g) µία πλήϱης και συνεκτική πολλαπλότητα Riemann, και
p ∈ M . Τα ακόλουϑα αληϑεύουν:

(α) Το Cut(p) ⊆ M είναι κλειστό µηδενοσύνολο.

(ϐ) Ο πεϱιοϱισµός της εκϑετικής στο ID(p) είναι επί.

(γ) Ο πεϱιοϱισµός της εκϑετικής στο ID(p) είναι αµϕιδιαϕόϱιση επί του M\Cut(p).

Απόδειξη. Για το (α): Θεωϱούµε ακολουϑία {qj}∞j=1 ⊆ Cut(p) που συγκλίνει στο q, και ϑα
δείξουµε ότι q ∈ Cut(p). Γϱάϕουµε λοιπόν qj = expp(tcut(p, vj)vj) για µοναδιαία vj, κι
έχουµε, από τη συµπάγεια της σϕαίϱας, συγκλίνουσα υπακολουϑία του vj. Υποϑέτουµε
και πάλι χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας, κατά τα συνήϑη, ότι η vj συγκλίνει στο v. Οπότε:

tcut(p, vj) → tcut(p, v)

από τη συνέχεια του tcut. Μάλιστα tcut(p, v) < ∞. Από τη συνέχεια της εκϑετικής:

qj = expp(tcut(p, vj)vj) → expp(tcut(p, v)v) ∈ Cut(p)

κι άϱα q ∈ Cut(p). ΄Οσον αϕοϱά το µέτϱο, η ιδέα είναι να δείξουµε ότι το TCL(p) είναι
µηδενοσύνολο. ΄Επειτα, επειδή η expp είναι οµαλή, το:

Cut(p) = expp(TCL(p))

ϑα είναι επίσης µηδενοσύνολο. Το TCL(p), όµως, εύκολα δείχνει κανείς ότι είναι µη-
δενσύνολο. Αϱκεί να παραστήσουµε το TCL(p) τοπικά ως γϱάϕηµα, που πϱοκύπτει
από την πεπλεγµένη µοϱϕή |v| = tcut(p, v/|v|) (εδώ πϱέπει να εισαχϑούν ϐέϐαια συντε-
ταγµένες, για παϱάδειγµα πολικές r = tcut(p, θ

1, · · · , θn)). Αριθµήσιµο το πολύ πλήϑος
τοπικών γραφηµάτων συνυστούν το TCL(p), και καθένα απ’ αυτά έχει µέτϱο 0 (αϕού
είναι γϱάϕηµα συνεχούς συνάϱτησης). Κατά συνέπεια, το TCL(p) έχει µέτϱο 0.

Για το (ϐ): Χρησιµοποιούµε το Θεώϱηµα Hopf-Rinow.

Για το (γ): Από τους ορισµούς πϱοκύπτει ότι expp(ID(p)) = M\Cut(p). Αϕού το
expp(ID(p)) δεν περιέχει σηµεία αποκοπής, δεν ϑα πϱέπει να περιέχει ούτε συϹυγή
σηµεία του p (δείτε το Θεώϱηµα 4.3). Εφόσον δεν υπάρχουν σηµεία αποκοπής, η expp

στο ID(p) είναι 1−1. Εφόσον δεν υπάρχουν συϹυγή σηµεία, η expp στο ID(p) είναι τοπική
αµφιδιαφόριση (από την Πρόταση 3.1), κι άϱα από το προηγούµενο, αµφιδιαφόριση.
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